
Ме 1 /98

мАтЕмАтичЕски кружок

ГЕОМЕТРИ Я

Выпуск 1



ПРИЛОЖЕНИЕ

к журналу І\І91/1998

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК

ГЕОМЕГРИЯ

Выпуск 1

Под редакцией
А.А. Егорова

_ _і@
Москва 1998

Бюро «Квантум»



удк 087_5_514 Приложение
ББК 22151 їъттщьалу сКнант›

Математический кружок: Геометрия. Выпуск 1/ Под ред.
А.А.Егорова. - М.: Бюро Квантум, 1998. - 128 с. (Прил. к
журналу <Квант› М! /98)

ІЅВТЧ 5-85343-009-0

Книга нрелстаоляет собой сборник статей но геометрии. опубликован-
ных н разные годы В журнале «Квант» под рубрикой сМатема'п1ческий
кружокг. Темы с11тей выходит за рамки школьной программы, нодостунны
УЧІЗІІНКЗМ С1'&|ЭІІ.ІІІХ КЛЗССОВ.

Для учащихся и преподавателей средних школ. лицеев н гимназий. для
руководителей и участников математических кружков. а также для всех, кю
интересуется матенатнкой. а

ББК 22. 151

' © Бюро Кнантум
ІЅВІЧ 5-85843-009-0 «Кпантм 1998



СОДЕРЖАНИЕ

Предисловие 4

Ошибки в геометрических доказательствах. С. Табачншсов 5
Вспомогательная окружность. Э.Гот.ман 11
Теорема Морлея. Г. Тоноян, И.Яглом 16
Прямая Эйлера. Э.Готман 23
Окружность девяти точек и прямая Эйлера. И.Шарыгин.

А.Ягу6ьянц 31
Точки Брокара. В.Прасолов 37
Вокруг теоремы Фейербаха. В.Протасов 41
Вокруг биссектрнсы. И.Шарыгин 53
Об одной трудной геометрической задаче. Е. Куланин 61
О задаче Мальфатти. В.Беленышй, А.3аслаасхий 69
Одной линейкой. Ю.Ми.теев 79
Построения одним цнркулем. Д. Фукс 85
Векторное решение аффинных задач. А.Лопишц 90
Семейство параллельных п-угольников. Н.Васи.льее 99
Сложенне фигур. Н.Васшн›ев Ні

Ответы 1 23

1"' 3



ПРЕДИСЛОВИЕ

Перед вами сборник статей по геометрии, опубликованных в
журнале «І-(вант› под рубрикой «Математический кружок›. В
него вошли статьи о таких классических объектах, как замеча-
тельные точки, прямые и окружности, связанные с треугольни-
ком; о задачах на построение, о различных методах решения
геометрических задач, о линейных комбинациях геометрических
фигур и т.д. Авторы <К.ванта› - известные математики и
педагот - старались сделать изложение максимально простым,
наглядным и автономным, т.е. таким, чтобы читатель получал
максимально полную информацию из самой статьи, не обраща-
ясь к другой литературе. Практически любая статья из сборника
- это эаконченное эссе, посвященное объявленной в заглавии
теме.

Номера <Кванта› за 1970 - 1980-е годы давно стали
библиографической редкостью, так что наш сборник - это
попытка дать вторую жизнь статьям, представляющим несо-
мненный интерес, но практически недоступным нынешним чи-
тателям.
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ОШИБКИ В ГЕОМЕТРИЧЕОКИХ ДОКАЗАТЕЛЬСТВАХ

С. Табачников
Наверное, всем школьникам встречались «доказательства»

того, =гго 1 = -1. Вот пример такого доказательства. Пусть а + Ь =
= С и а - Ь =1. Умножим обе части равенства а + Ь = с на а + Ь.
Мы получим: ад + 2аЬ + Ь* = с(а + Ь). После преобразований
получим: а2 + аЬ - ас = -аЬ- Ь2 + Ьс или 0(0 + Ь '_ С) = -'Ь(а +
+ Ь - с). Деля обе части на а + Ь - с, получаем абсурдное
равенство а = -Ь или 1 = -1.

После мгновенного замешательства мы сразу находим ошиб-
ку в этом рассуждении: делить на а + Ь - с нельзя, так как это
выражение равно нулю. Многие другие подобные доказательст-
ва используют ту же идею <замаскированного› деления на нуль,
поэтому найти ошибку в них не составляет Труда.

Менее известны ошибочные доказательства заведомо невер-
ных утверждений в геометрии. Поиски ошибки в таких геомет-
рических доказательствах составляют порой совсем непростую и
очень поучгггельиую задачу. Таким задачам посвящена замеча-
тельная книга Я.С.Дубнова Ошибки в геометрических доказа-
тельства: (М.: Наука, 1969)'. Эта книга, которая, к сожале-
нию, уже давно не переиздавалась, содержит 15 геометрических
<доказательств› вместе с полным разбором. Мы приведем сейчас
одно из них. Следите внимательно за ходом рассуждений и
постарайтесь найти ошибку.

«Теорема». Все треугольника равнобедренные.
Доказательство. Рассмотрим треугольник АВС (рис.1).

Проведем биссектрису угла В и срединный перпендикуляр к
основанию АС. (Далее мы будем называть их просто абиссектри-
сойь и чсрединным перпендикуляром›.) Обозначим через М их

' Яков Семенович Дубнов (1887 - 1957) - известный геометр н
педагог, доктор физико-математических наук, профессор, долгие годы
преподававшнй в Московском государсгвенном университете. Я.С.Дубнов
читал лекции для школьников в математическом лектории при МГУ. Эти
лекции и легли в основу упомянутой книги.
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В точку пересечения. Опустим перпен-
днкуляры МР и НО на прямые АВ и
ВС.

Поскольку точка М принадлежит
биссектрисе, она равноудалена от
прямых АВ и ВС. Следовательно.
РМ = ОМ. Поскольку точка Н при-
надлежит срединному перпендику-
ляру, она равноудалена от точек А
и С. Следовательно, АМ = СМ.
Прямоугольные треугольники АНР
и СКО равны по катету и гипотену-

Р"°*7 зе, следовательно, АМАР = (НСО.
Кроме того, треугольник АМС рав-

нобедренный, следовательно, АМАМ = ДЧСМ. Складывая
равные углы, мы заключаем, что ДРАМ = 4ОСМ. Значит,
и (ВАМ = 4ВСМ, поэтому треугольник АВС равнобедрен-
ный.

Доказательство закончено. Но у вас, наверно, возникли
возражения. Попытаюсь угадать некоторые из них и на них
ответить.

Воаражеиие 1. Почему мы считаем, что биссектриса и средин-
ный перпендикуляр пересекаются? Ведь они могут быть парал-
лельными.

Ответ. Если биссектриса параллельна срединному перпен-
дикуляру, то она перпендикулярна основанию треугольника.
Следовательно, она является также и высотой ААВС . Поэтому
данный треугольник равнобедренный, Как видите, в этом слу-
чае вывод о том, что треугольник равнобедренный, сохраняет
силу!

Возразкенне 2. Но биссектриса может и совпадать со средин-
ным перпендикуляром.

Ответ. На это возражение у меня есть сразу два ответа. Во-
первых. в этом случае биссектриса тоже совпадает с высотой и
треугольник опять оказывается равнобедренным. Во-вторых,
если биссектриса совпадает со срединным перпендикуляром, то
точку М можно выбрать произвольно на биссектрисе и провести
все рассуждения доказательства.

Возражение 3. А что, если биссектриса пересекает срединный
перпендикуляр на основании АС, т.е. Ы = М?

Ответ. В этом случае биссектриса совпадает с медианой ВМ .
Отсюда легко следует, что треугольник АВС опять оказывается
равнобедренным.
6



Возражение 4. Вы не рассмотре- В
ли случай, когда биссектриса пере-
секается со срединным перпендику-
ляром внутри треугольника АВС.

Ответ. Этот случай изображен
на рисунке 2. Рассуждая аналогич-
но тому, как мы делали при рассмот- _- -_
рении рисунка 1, мы заключаем,
что ам = мс, ь/Р = но и, следоьа- рт*-2
тельно, ААРМ= АСОЫ. Поэтому
ДМАР = АМСО. Кроме того, ММС равнобедренный, поэтому
ДЧАМ = ДМСМ. Скадывая равные углы, мы получаем, что
[ВАС = ДВСА. Следовательно, треугольник АВС - равнобед-
ренный.

Впрочем, могут представить и другой контрдовод: случай,
изображенный на рисунке 2, невозможен, так как биссектриса
треугольника всегда лежит между его медианой и высотой.

Итак, четыре возражения мне удалось парироватъ. Предла-
ГЗІО ЧИТЗТЄЛЮ На ЭТОМ МЄСТЄ ОСТЗНОВИТЬ-СЯ И ВСЄ'ТаКН' НЗЙТИ

решающее возражение против приведенного «доказательства»
А если не получится - посмотреть в ответ.

ОФ!

Ну вот, теперь вы будете относиться к чертежам с большим
подозрением. Возможно, некоторым читателям захотелось даже
пойти дальше: сделать все матемапгческие доказательства со-
вершенно формально-логическими, не обращаться к наглядным
представлениям, исключая тем самым возможность ошибки.
Математики-профессионалы обычно удовлетворяются тем, что-
бы их доказательс1'ва могли бы быть записаны формально.
Однако, как правило, они широко используют всевозможные
наглядные представления, в том числе рисунки. Объясняется
это тем, что формальные выводы значительно длиннее обычных
доказательств, воспринимать и придумывать их гораздо труд-
нее2. Так что отказываться от чертежей и наглядных представ-
лений при доказательстве геометрических теорем не стоит,
нужно только научиться правильно ими пользоваться. В этом
вам поможет решение следующих задач, также заимствованных

2 Например, записать єеднницу› на одном из формальных языков -
языке теории множеств Н.Бурбаки -- совсем непросто. «Полная запись
содержала бы несколько десятков тысяч знаков, для <еднннцы› этого.
пожалуй, многоватоэ (Манин Ю.И. Доказуемое и недоказуемое. М.,
Советское радио, 1979).
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из упомянутой книги Я.С.Дуб-В
нова.

Задачи. Найдите ошибки в сле-
дующих доказательствах.

 ^ 1. Как известно, сумма углов
А С треугольника равна 180°. Доказа-
р,,,с_ 3 тельство этого факта опирается на

аксиому параллельности. Мы сей-
час дадим доказательство, не использующее аксиомы парал-
лельности.

Разобьем произвольный треугольник АВС на два треугольни-
ка (рис.З). Обозначим через х неизвестную нам пока сумму углов
треугольника. Тогда 41 + 42 + 46 = х и 43 + 44 + 45 = х.
Сложим эти два равенства: 41 + 42 + 43 + 44 + 45 + 46 = 2х.
Поскольку 45 + 46 = 180°, а 41 + 42 + 43 + 44 есть сумма углов
треугольника АВС, т.е. равно х, мы получаем уравнение х +
+ 180' = 2х. Отсюда: х = 180'.

2. Докажем стеоремуь: прямоугольник, вписанный в квад-
рат, также является квадратом.

Рассмотрим квадрат АВСІ); пусть КЬММ - вписанный
прямоугольник (рис.4). Опустим перпендикуляры КРіА0 и

МОіСІЭ. Эти перпендикуляры
равны по длине сторонам квадрата.
поэтому они равны между собой.
Отрезки КМ и Ы1. также равны по
длине, как диагонали прямоуголь-

О ника КЬМН. Следовательно, пря-
моугольные треугольники КРМ и
НОЬ равны по гипотенузе и катету.
Поэтому 4КМР = 41'\/ЬО . Рас-
смотрим четырехугольник ОЬВМ _
Поскольку 4ОМР = 401.0, сум-
ма углов ОЬО и ОМО равна 180°.

рт-;_ 4 Следовательно, сумма двух других
противоположных углов четыреху-

гольника ОЬВМ тоже равна 180°, т.е. 4МОІ. + 4МО1. = 180°.
Но 4МІЭЬ = 90", значит, 4МОІ. - тоже прямой. Следователь-
но, КЬММ - прямоугольник, диагонали которого перпендику-
лярны, т.е. квадрат.

3. Докажем «теорему››: перпендикуляр и наклонная к прямой
не пересекаются.

Рассмотрим наклонную АР и перпендикуляр ВО к отрезку
АВ (рис.5). Пусть С - середина отрезка АВ. Отложим отрезки
8



АА, н ВВ,, по длине равные отрезку Р О
АС = ВС. Мы утверждаем, что лучи АР А В
и ВО не пересекаются на протяжении 3 3
отрезков АА, и ВВ,. Действительно,
если бы существовала точка пересече- А
ния К, то получился бы треугольник
АКВ, в котором АК 5 АА,, ВК 5 ВВ,, А В,
т.е. АК + КВ 5 АА, + ВВ, = АВ.
Последнее неравенство противоречит
тому, что сумма двух сторон треуголь-
ника больше третьей стороны. ,4 В

Соединим теперь точки А, и В, и С
повторнм предыдущее построение. Мы
получим точки А, и Вд, причем А,А2 =
= А,С, = С,В, = В,В2. Как и раньше, лучи АР и ВО не
пересекаются на протяжении отрезков А,А2 и В,В2. В частности,
точки А, и В, различны и процесс построения можно продол-
жить неограниченно. Следовательно, лучи АР и ВО не пересека-
ются.

4. Докажем, что все окружности имеют одинаковую длину.
Большая окружность на рисунке 6 совершает полный оборот,

перемещаясь из точки А в точку В. Следовательно, расстояние
АВ равно длине большой окружности. Маленькая окружность
внутри первой также совершает полный оборот, перемещаясь из
точки С в точку В. Следовательно, СВ равен длине малой
окружности. Поскольку длины
отрезков АВ и СВ, очевидно,
равны, обе окружности имеют
одинаковую длину.

СФ Ю ., *-
ЧШҐ

Рис, Ё В РИС. 7

В:

Рис. 5

га
5. Известно, что длина окружности радиусом К равна 21:12.

Но мы <:докажем›, что длина окружности вдвое больше ее
диаметра.

Построим полуокружность с диаметром АВ (рис.7). Разде-
лим отрезок АВ пополам точкой С и построим на отрезках АС и
СВ полуокружности, располагая их по разные стороны от
прямой АВ. Каждая из построенных полуокружностей имеет
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диаметр, вдвое меньший, чем диаметр исходной полуокружнос-
ти. Поэтому их длины вдвое меньше длины исходной полуок-
ружности. Следовательно, длина волнообразной линии, поме-
ченной на рисунке номером 1, равна длине данной полуокруж-
ности. Разделим теперь каждый из отрезков АС и СВ пополам и
построим волнообразную линию 2. Ее длина также равна длине
исходной полуокружности. Продолжим этот процесс, получая
на каждом шаге волнообразную линию той же длины. Расстоя-
ние от точек этой линии до прямой АВ не превосходит радиуса
полуокружностей, составляющих эту линию, т.е. стремится к
нулю. Следовательно, последовательность волнообраэных ли-
ний стремится к отрезку АВ. Поскольку их длины равны длине
данной полуокружности, такой же должна быть и длина отрезка

АВ. Поэтому длина окруж-
О ности равна ее удвоенному

диаметру.
6. Докажем, что площадь

1:12 сферы радиусом В равна
Т 1: Р .

Рассмотрим полусферу с
Ё. полюсом О и раэделим ее эк-
..-
.пР
.н-

10

дв д ватор на п равных частей.
Т Площадь полусферы в п раз

больше площади каждого из
маленьких сферических тре-

угольников, изображенных на рисунке 8. Рассмотрим такой
треугольник. Его основание равно 21:12/п, а высота стремится к
1:2/2 при п -› <=-=›. Следовательно, его площадь стремится к
ІЁК2/2п. Поэтому площадь полусферы равна

"_ 1:23: = п2Р2
2п 2 '

Рис. 5

а площадь сферы - п2Р2.



ВОПОМОГАТЕЛЬНАЯ ОКРУЖНОСТЬ

Э.Готман
РЄШЕНИЄ МІ-ІОҐИХ ГСОМЄТРИЧЄСКНХ 3а~даЧ НЗЧННВЄТСЯ С ПрОВЄДС'

ННЯ ВСПОМОГЗТЄЛЬНЫК ЛНННЙ, КОТОРЫВ ПОМОГЗІОТ УСТЗНОВИТЬ
связь между данными и неизвестными элементами фигуры.
Отыска1'ь удачное вспомогательное построение часто бывает
нелеп<о. Поэтому к каждой решенной задаче следует присмот-
реться и постараться выяснить, почему те или иные вспомога-
тельные линии приводят к цели. Нельзя ли найденный прием
использовать при решении некоторых других задач?

Пример 1. В остроугольном треугольнике проведены высоты
АР, ВО и СР. Докажите, что 4АВО = 4АРР.

Решеъше. Пусть Н - точка пересечения высот треугольника
АВС (рис.1). Так как 4АРВ и 4СКВ прямые, то около
четырехугольника ВРНН можноописатьокружность,принявВН
за диаметр. Построив ее, замечаем, что 4АВО = 4АРК (как
вписанные углы , опираюшиеся на одну
и ту же ДУГУ). В

Таким образом, построение вспо-
могательной окружности позволило
использовать теорему о вписанных 12
углах и благодаря этому установить Р
связь между указанными в задаче уг-
лами.

Выясните, как изменится резуль-
тат, если 4В треугольника АВС ту- А О С
П°й~ Рис. 1

Решъгге самостоятельно несколько ана-
логичных задач.

1. Из произвольной точки М катета ВС прямоугольного треугольни-
ка АВС опущен на гипотенузу АВ перпендикуляр МЫ. Докажите, что
4МАН - 4МСМ.

2. Докажите, что прямая, соединяющая вершину прямого угла
прямоугольного треугольника с центром квадрата, внешне построенного
на гипотенузе, делит прямой угол треугольника пополам.
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С З. Из произвольной точки М внутри
данного угла опушены перпендикуляры
МР и МО на стороны угла. Из вершины
угла А опущен перпендикуляр АК на
отрезок РО. Докажите, что 4КАР =

,4, = гмло.
ВІ

Пример 2. Докажите, что отре-
зок, соединяющий основания двух
высот остроутольного треугольника,
отсекает от него треугольник, подоб-
ный данному.

Решение. Пусть АА, и ВВ, -
высоты остроутольного треугольника АВС (рис.2). 4А.А,В и
4АВ,В прямые, поэтому окружность, построенная на стороне АВ
треугольника как на диаметре, пройдет через точки А, и В,.
Далее, 4АВС = 180° - 4АВ,А.,, 4А,В,С =180° - 4АВ,А., ,поэтому
4АВС = 4А,В,С, и треугольники АВС и А,В,С подобны.

Эту задачу можно решить и без вспомогательных постро-
ений, если заметить, что треугольники А.А,С и ВВ,С подобны,
и записать пропорцию

А В
Рис. 2

412 = 212
АС ВС '

Решите каждую из двух следующих задач обоими способами.
4. Из вершины А параллелограмма АВС0 проведены высоты АМ и

АН _ Докажите, что треугольники АМН и АВС подобны.
5. Из основания Н высоты СН треугольника АВС опушены на

стороны АС и ВС перпендикуляры НМ и НМ. Докажите, что треуголь-
ник СММ подобен треугольнику АВС.

Иногда выгодно описать окружность и около треугольника.
Пример 3. Докажите, что квад-

рат биссектрисы треугольника ра-
вен разности между произведением
заключающих ее сторон и произве-
дением отрезков третъей стороны,
на которые она делится биссектри-
сой.

А В Решение. Около треугольника
АВС опишем окружность и продол-

чт жим биссектрису СВ треугольника
Ч до встречи с окружностью в точке Е

Е (рис.3). Пусть ВС = а, АС = Ь,
Рие,3 АО=т,ВО=п,С0=І,ВЕ=х.
12
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По условию 4АСЕ = 4ВСЕ ,кроме того, 4АЕС = 4АВС ,как
вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу. Следова-
тельно, треугольники АСЕ и ВСВ подобны и справедливо
равенство % = %, о11<уда 12 = аЬ - Іх. Хорды АВ и СЕ
пересекаются в точке В. Поэтому выполняется равенство Іх = тп.
Следовательно, І2 = аЬ - тп.

Пример 4. Высота и медиана треугольника, проведенные из
одной вершины внутри него, различны и образуют равные углы
СО СТОРОНЗМН, ВЫХОДЯЩНМН НЗ ТОЙ

же вершины. Докажите, что треу- С т
гольник прямоугольный.

Решение. Пусть высота СН и
медиана СМ треугольника АВС об-
разуют со сторонами АС и ВС рав-
ные углы (рис.4). Опишем около
треугольника АВС окружность и А В
продолжим медиану СМ до встречи
с окружностью в точке В. Рассмот-
рим треугольники АСН и ВСЮ. Так
как 4АСН = 4ВСМ по условию и рис; 4 В
4А = 40 как вписанные углы,
опирающиеся на одну и ту же дугу, то 4АНС = 4СВО = 90°.
Следовательно, СВ - диаметр окружности.

Центр окружности лежит на диаметре СВ и на перпендику-
ляре т к стороне АВ в ее середине М. Так как медиана СМ не
является высотой, то прямые СВ и т имеют только одну общую
точку М, которая и является центром описанной окружности.
Следовательно, АВ - диаметр окружности и 4АСВ = 90°.

Используйте полученный результат для решения следующих двух
задач.

6. Определите углы треугольника, в котором
а) медиана и высота. проведенные из одной вершины, делят угол на

три равные части:
б) медиана, биссектриса н высота, проведенные из одной вершины.

делят угол при этой вершине на четыре равные части.
7. Постройте треугольник, зная углы, которые образуют медиана,

биссектриса и высота, выходящие из одной вершины.
Пример 5. Постройте равносторонний треугольник так, что-

бы вершины его лежали соответственно на трех данных парал-
лельных прямых.

Известно несколько решений этой интересной задачи с ис-
пользованием вращения вокруг точки, подобия и алгебраическо-
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О _ С то метода. Весьма краткое решение
т получается с гіомощью построения

вспомогательнои окружности.
А Решение. Пусть АВС - искомыйВ

Ь равносторонний треугольник, верши-
ны которого лежат соответственно на
параллельных прямых а, Ь и с (рис .5) .

"'-'т д а Окружность, описанная около него,
Рид 5 пересекает прямую с, кроме точки С,

еще в некоторой точке В. Тогда на
основании свойства вписанных углов имеем 4АВС -= 4АВС -
= 60'.

Отсюда вытекает следующее построение. Из произвольной
точки В прямой с проведем лучи, образующие с прямой с углы
60' и 120'. Пусть один из лучей пересечет прямую а в точке А и
прямую Ь в точке В,, а другой пересечет прямую Ь в точке В.
Тогда отрезок АВ будет стороной треугольника АВС.

Отложим на прямой с отрезок ОС, равный отрезку АВ,, так,
чтобы точки С и А лежали по одну сторону от прямой ВВ. Тогда
точка С - третья вершина треугольника АВС, так как треуголь-
ники АВВ, и ВСЮ равны, откуда следует, что АВ = ВС и
4АВС - 60°.

Таким образом, прием построения вспомогательной окруж-
ности целесообразно применять и при решении некоторых задач
на построение.

Рассмотрим еще одну, более сложную, задачу, при решении
которой самое трудное - догадаться описать около квадратов
окружности.

Пример 6. На сторонах АС и ВС треугольника АВС вне его
построены квадраты АСА,А, и ВСВ,В,. Докажите, что прямые
АВ,, А,В и А,В, пересекаются в одной точке, и определите углы
между этими прямыми.

Решение. Если 4АСВ = 90', то справедливость теоремы
очевидна. Прямые АВ, и А,В перпендикулярны и каждая из них

пересекает прямую АЗВ, в точке С
ды под углом 45° (рис.6).

В, Если 4АСВ гг 90', то окруж-
С ности, описанные около квадра-

*42 тов, имеют кроме точки С еще
5; одну общую точку С, , которая как

раз и оказывается точкой пересе-
А 5 чения прямых АВ,, А,В и А,В,

Рис. 6 (рис.7). Действительно, 4А,С,С =
14



= 90°, как вписанный, опираю- В,
щийся на полуокружность. ,.1,
Аналогично 4СС,В2 = 90°. С
Поэтому 4Ад,С,С + 4СС,В2 =
= 180°, т.е. лучи С,А2 и С,В,
составляют прямую.

Точно так же доказывает- дэ
ся, что точка С, лежит на пря- /1 В
мых АВ, и А,В. р,,с_ 7

Рассматривая полученные
вписанные углы, находим, что прямые АВ, и А,В взаимно
перпендикулярны и каждая из этих прямых образует с прямой
АЗВ2 угол 45°.

Следующая задача имеет много общего с предыдущей.
8. На сторонах АВ, ВС и СА произвольного треугольника АВС вне

его построены равносторонние треугольники АВС,, ВСА, он САВ, _
Докажъпе, что прямые АА,, ВВ,, СС, пересекаются в одной точке и
каждая из них образует с другой угол 60'.

9. Докажите, что если два противоположных угла четырехугольника
тупые, то диагональ, соединяющая вершины этих углов, короче второй
диагонали.

Приведем еще две задачи на максимум и минимум, для решения
которых также целесообразно определенным образом построгпъ вспомо-
гательную окружность.

10. На одной стороне угла с вершиной в точке Ѕ даны точки А и В.
Найдите на другой стороне точку С, из которой отрезок АВ виден под
наибольшим углом.

11. Из произвольной точки М, лежащей на стороне АВ треугольника
АВС (или на ее продолжении), проведены перпендикуляры МР и МО
к сторонам АС и ВС. При каком условии отрезок РО будет наименьшим?

Таким образом, разнообразные геометрические задачи реша-
ются с помощью одного и того же приема. Построение вспомога-
тельной окружности позволяет увеличить число теорем, которы-
ми можно пользоваться при решении задачи, и благодаря этому
отыскивать зависимость между элементами фигуры.

В:



ТЕОРЕМА МОРЛЕЯ

Г. Тоноян, И.Яглом
В этой статье мы расскажем об одной геометрической теореме,

известной под именем «теорема Морлея›.
Френк Морлей (1860 - 1937) родился в Англии. Однако почти всю

свою жизнь он провел в США, хотя и остался английским гражданином.
Несколько десятков лет Морлей был профессором математики универ-
ситета нмени Джона Гопкинса в Балтиморе - одного из старейших
американских университетов. Наряду с математикой он увлекался и
шахматами и однажды сумел выиграть еще у одного видного математика
- Эммануила Ласкера (1868 - 1941 ), тогдашнего чемпиона мира по
шахматам.

Пусть АВС - произвольный треугольник. Хорошо известно,
что биссектрисы его углов пересекаются в одной точке (рис.1 ).
А что произойдет, если биссектрисы - т.е. прямые, делящие

В В

А С А С
Рис. 1 Рис. 2

угол пополам, заменгггь трисектрисами - прямыми, деляшими
угол на три равные части? Френк Морлей рассмотрел конфи-
гурацию, приведенную на рисунке 2, и доказал, что точки Х, У
и 2 при любом исходном треугольнике АВС являются вершина-
ми равностороннего треугольника. Морлей рассказал об этом
поразившем его факте своим друзьям, те - в свою очередь -
своим, и вскоре «теорема о трисектрисах треугольника» распрос-
транилась по миру в качестве своеобразного математического
фольклора.

Доказательство теоремы о трисектрисах Морлей опублико-
вал в 1914 году - через 15 лет после того, как нашел его. В 1924
16



ГОДУ ОН ИЗЛОЖНЛ ЭТО ДОКЗЗЗТЄЛЬСТВО ООЛЄЄ ПОД- Ё

робно и существенно усилил первоначальный 0
результат. Доказательство Морлея весьма зле- І, --\
гантно, но в то же время и достаточно сложно. , \
Оно базируется на рассмотрении довольно изыс- І :
канных линий - так называемых кардиоидї. \, ,
Морлей установил, что множество Центров кар- \ `_ __ /
диоид, касающихся всех трех сторон треуголь-
ника АВС, представляет собой совокупность Р“°° 3
девяти прямых, разбивающуюся на три тройки
параллельных прямых, причем прямые из разных троек пересе-
каются под углом 60°. Ясно, что при пересечении эшх прямых
образуется 7 равносторонних треугольников. Один из них и есть
«треугольник Морлея›, а остальные фигурируют в обобщении
теоремы Морлея, в котором рассматриваются трисектрисы и
внутренних, и внешних углов треугольника.

Это обобщение обычно связывают с именем знаменитого
французского математика Анри Лебега. В 1939 году Лебег
опубликовал элементарное доказательство следующего факта,
который сам Морлей умел доказывать только с помощью кардио-
нд. Лебег рассмотрел трисектрисы внутренних и внешних углов
треугольника (З - 4 = 12 прямых) и
установил, что из точек пересечения В __ ___ 1,.,
этих прямых можно выбрать 27 троек *___ _. - - "" " "__ _, -* 'ІІ
точек, являющихся вершинами пра- \" '*- *' ,
вильных треугольников. Заметим, что \ І/
теорема о биссектрисах также допус- ,4 \
кает похожее обобщение: из шести \ І
биссектрис внутренних и внешних
углов треугольника можно выбрать
четыре тройки прямых, сходящихся в
одной точке (рис.4).

Первые элементарные доказатель- рис, 4
ства теоремы Морлея были получены
в 1909 году индусами М.Сатьянараяном (вычислигельно-триго-
нометрическое доказательство) и М.Т.Нараньенгаром (чисто
геометрическое доказательство; в 1922 году оно было переоткры-
то англичанином Дж.М-.Чилдом). В настоящее время известно

І

И

Ґ

И

,М

.1т.нІ"'---'І
'Чь

'Чт
"ь

`ь
`ь

'ть

' Кардиоида - это кривая, которую описывает точка окружности,
катящейся без скольжения по неподвижной окружности того же радиуса
(рис.3). Центр неподвижной окружности иногда называют центром
кардионды.
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уже, по крайней мере, несколькоС
І/ `\ О десятков доказательств теоремы
 Морлея. Однако интерес к ней не
д; затухает, и все время появляются
є~; новые доказательства, обобщения

4 и варианты этого изящного пред-
А В ложения.
рт; 5 Ниже мы приводим два элемен-

тарных доказательства теоремы
Морлея.

Доказательство первое (геометрическое: оно совпадает, по
существу, с доказательством Нараньенгара - Чилда). Обозна-
чим величины углов треугольника АВС через За, ЗВ и 37
(рис.5). Так как Зо: + ЗІЗ + 31 = 180', то от + [З + 7 = 60° и
от + [З = 60° - у. Пусть Ы - точка пересечения трисектрис АУ
и ВХ. Так как А2 и В2 - биссектрисы треугольника А ПВ, то 2 (1
- тоже биссектриса этого треугольника. Поэтому

4-шг = дгив = ёдлив = 3і(1в0°-2:: - 213) =

= 90°-(от + В) = 90°-(60°-у) = 30°+у .

Построим теперь равносторонний АХЩ2 , одна вершина
которого совпадает с точкой 2, а вершины Х, и И принадлежат
соответственно прямым ВХ и А У (несколько ниже будет доказа-
но, что они совпадают с точками Х и У). Для этого проведем
через 2 под углом 30° к лучу 2 (1 два луча 2Х, и 211 : через Х,
и У] мы обозначим точки пересечения этих лучей с ВХ и с А У (т.е.
с ВП и с АП). Так как, очевидно, А2Х,Ь' = А2ИП (эти
треугольники имеют равные углы и общую сторону), то 2Х, =
= 211; поэтому А2 ИХ, - равнобедренный треугольник с углом
при вершине в 60°, т.е. равносторонний треугольник.

Обозначим, далее, через Р и О точки, симметричные точке 2
относительно прямых А У и ВХ. Так как А У и ВХ -С биссектрисы
углов 2АС и 2ВС, точка Р принадлежит стороне АС треуголь-
ника АВС, а точка О - стороне ВС.

Найдем величины углов РИХ, и ОХ,И. Так как 42Х,Ц = 60°
(угол равностороннего треугольника), 42Х,В = 4Х,2П +
+ 4Х,02 = З0° + (З0°+ 7) (внешний угол А2Х,О') и 4ОХ,В =
= 42Х,В (эти углы симметричны относительно прямой ВН),

4ОХ,Ц = З60°- 60°-(60°+1) - (60°+у) = 180°-27.

Точно так же доказывается и равенство 4Р11Х, = 180° - 2у.
18



Таким образом, 4РИХ, = 4ОХ,И; кроме того, РИ = И2 =
= 2Х, = Х,О (первые два отрезка симметричны относительно
прямой АЦ, а два последних - относительно прямой ВЫ).
Отсюда следует, что четырехугольник РИХ,О является равно-
бедренной трапецией (с углами И и Х,, равными 180° - 27, и,
значит, с углами Р и О, равными 27).

Опишем теперь окружность вокруг трапеции РИХ,О. Так
как хорды РИ, ИХ, и Х,О этой окружности равны, равны и
опирающиеся на эти хорды вписанные углы; поэтому 4РОИ =
= 4ИРХ, = 4Х,РО = 7. Но 4РСО = 37; поэтому описанная
вокруг РИХ,О окружность Ѕ пройдет и через точку С. А теперь
из равенства (стятваемых равными хордами) дуг РИ, ИХ, и
Х,О окружности Ѕ следует, что 4РСИ = 4ИСХ, = 4Х,СО = 7,
откуда и вытекает совпадение АХ,И2 с АХУ2 .

Этим и завершается доказательство теоремы Морлея.
Доказательство второе (вычислительное - оно близко к

доказательству М.Сатьянараяна). Будем по-прежнему считать,
что 4А = За, 4В = ЗВ, 4С = 37; длины сторон ВС, СА иАВ
треугольника АВС обозначим через а, Ь и с, а диаметр описанной
около него окружности - через а
(рис.6). С

Попытаемся вычислить длину
ХУ = 2 стороны Х У треугольника д “
ХУ2 . Для этого мы найдем, пре-
жде всего, отрезки СХ == т и СУ =
= п; после этого ХУ можно будет
найти по теореме косинусов из А С
АСХ У. Для того же, чтобы вычис- Р"'°' 6
лить т и п, воспользуемся теоремой синусов. Применив эту
теорему к ААУС со сторонами АС = Ь и СУ = п и углами 4А =-
= ст, 4С= 7 и4У=180'-(от + 7)=180°-(60°- В)=120' +
+ В (здесь мы снова использовали очевидное равенство от + |З+
+ 7 = 60°), получим

О п = Ь
Ѕіпд зіп (120°+|3)'

или
п = Ь зіп от/зіп(120°+В).

Но в силу той же теоремы синусов (которую мы теперь будем
применять уже к чбольшомуь ААВС)

Ь/$іп4В = сі,
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или

Ь = авіп4В = авіп3В.
Поэтому

п = а! віп ст віп 313/віп(120°+В) = а віп сх він ЗВ/віп(60°-В).
Но (вот здесь придется немного запастись терпением!)
віп3Б = віп(2[5 + В) = віп2|3совВ + сов2Ввіп|З =

= 2віпВ сов* В + (1 - 2віп2 |З)віпВ =
= 2віп|З(1 - він: В) + віпр - 2віп3 В = Звіпр - 4віп3 В.

Последнее выражение можно далее преобразовать так:

віп3В = ЗвіпВ - 4$іп3 В = 4віпВ[-Ё - він: В] =

2
= 4 віп - він: [З] = 4 віп Б[віп2 60°- він? В] =

= 4 віп В (він 60°+ віп |3)(віп 60°- віп В) = 4 віп В › 2 він 9% ×

× сов ---боёв 2 сов ЬОЁЪВ віп Ь);-В = 4 віп В - 2 віп -ЬЁРВ сов дога ×

× 2 віпЁсовЁ = 4 віп В віп (60°+|З) віп (60°-В).
Подставляя это выражение для віп 313 в формулу для п, получим

п = 40! віп он віп В він (60°+В) _

Совершенно аналогично доказывается, что

т = 44 він ст він В віп(6О°+от).
Применим теперь, как мы и собирались, теорему косинусов к
АСХ У :

22 = ХУ2 = т2 + п2 - 2тп сову =16аІ2 віп2 сх він: |3[віп2(60°+о:) +

+ віп2(60°+В) - 2 віп(60°+а) віп(60°+|З) сов 7] .

Заметим теперь, что

(60°+Оі) + (б0°+|3) + 7 =120°+(СІ + В + 7) = 120°+б0°= 180°;

поэтому существует АЕРО с углами 4Е = 60° + от, 41* = 60° +
+ [З и 46 = 7 (рис.7).
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Предположим, что диаметр 6 4 Е = 60°, 0,
описанной вокруг этого треуголь- 0
ника окружности равен 1. Тогда в Р 4 Р = 60 + В
силу теоремы синусов стороны тре- 4 С = .,
угольника будут равны

е = РС = віп(60°+а), С
/І = = ЅіП(О0°+В), Ека. 7

9 = ЕР = віп7.
Применив к этому АЕРС теорему косинусов, получаем, что

віп2(60°+а) + віп2(60°+|3) - 2віп(60°+о:) віп(60°+|3) сов 7 =

= е2+[2 -2е[сов7 = 92 = віп27.

Таким образом, получаем, что
22 = 16а2 віп2 от він: В віп2 7

и, значит,
2 = 4с!віпо:віпВвіп7.

Но выражения для длин у = Х2 и х = У2 отрезков Х2 и У2
получаются из выражения для длины 2 отрезка ХУ циклической
перес-гановкой углов от, В и 7. Атак как углы ос, В и 7 входят
в выражение для г симметрично, то х = у = 2 = 4:1! віп от віп В віп 7
- и, значит, АХУ2 со сторонами длин х, уиг - равносторонний.

Упражнетшя
1. На рисунке 8 наряду с вершинами Х, У и 2 треугольника Морлея

изображены также точки Ы, У и И/ пересечения АУ и ВХ (эта точка
имеется также на рисунке 5 - она играла большую роль в 1-м
доказательстве теоремы Морлея); А2 и СХ; СУ и В2. Докажите, что
отрезки ХИ/, УУ и 2О пересекаются в одной точке О.

2. Докажите, что фигурирующая в задаче 1 точка О является
центром правильного треугольника С
Морлея ХУ2.

3. Докажите, что
а) отрезки АХ. ВУ и С2 (где ХУ2

- «треугольник Морлеяь для ААВС)
пересекаются в одной точке К;

б) прямые АИ/, ВУ и СП (рис.8) К
пересекаются в одной точке Ѕ; А_

в) точки К, 5 н точка О задачи 1 ,4 :
лежат на одной прямой. рт; 3

\Ё,э_
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4д_ПустьХ,_У , 2 - такие точки внутри (произвольного) АЁВС, что
гвлг = гслх (=а). 56825 4482 ( =в). гвсх = мсу 97).
Докажите, что прямые АХ , ВУ , С2 пересекаются водной точке В (ср.
с задачей З.а).

5. Дополните следующее акосвенноеь доказательство теоремы Мор-
лея для треугольникаАВС с углами 4А = За, 4В = 38 и 4С = 37. Пусть
ХУ2 - произвольный равносторонний треугольник. На его сторонах
построим вне АХУ2 равнобедренные треугольники ХУП , УЗИ* и 2Х1/
(ср. рис.8) с углами при основаниях Х У, У2 и 2Х, соответственно
равными 60° - 7 , 60° - сс и 60° - В . Обозначим. далее, точку
пересечения прямых Ы У и У2 черезА; С/Х и И/2 - через В и УХ и И/У
- через С. Докажите, что углы ААВС равны За, 38 и 37 н что прямые
АУ и А2; В2 н ВХ; СХ и СУ являются трисектрисамн этого треуголь-
ника. Это доказательство мы назвали акосвеннымь, так как в нем
исходный ААВС строится по его «треугольнику Морлея› ХУ2 .

6. Дополните следующее доказательство теоремы Морлея. Пусть П/
- такая точка внутри ААВС, что 41!/ВА = % 4АВС н 41%/СА =% 4АСВ,
и пусть Х - центр впнсанной окружности ай/ВС, а У и 2 - такие точки
отрезков С Р/, соответственно ВП/, что ДУХ Ц/ = 42ХИ/ = 30' (при этом
АХУ2 -~ равносторонний). Обозначим через О центр (правильного)
АХУ2, а через [І и 1/ точки пересечения прямых 20, соответственно
УО, с прямыми ВХ и СХ. Наконец, через А' обозначим точку
пересечения прямых 0У и 1/2 . Докажите, что А' совпадает с А и что
АХУ2 - «треугольник Морлея» для ААВС. (Это доказательство
теоремы Морлея принадлежит индусу К.Венкаташальенгару.)

7. а) При каких углах ААВС пятнугольник СРУХО (см. рнс.5) будет
правильным?

б) Докажите, что если ААВС правильный, то ломаная РУХО (см.
рнс.5) может быть дополнена до правильного 9-угольннка, вершина С
которого противоположна стороне ХУ.

8. Докажите сформулированное в начале статьи утверждение Лебета
о 27 правильных треугольниках, образованных точками пересечения
трисектрис внутренних и внешних углов данного ААВС.

9. Назовем многоугольник А,А,Ад,.../1,, многоугольником Морлея.
если, проведя «трисектрисы» А,Х,, А,Х,; А,Х,, А,Х,; Ад,Хд,, А,А,;
А,,Х,,. А,,Х, его углов (где луч А,Х, ближе к стороне А,/1,, луч А,Х, ближе
к А,А,, ..., луч А,,Х,, ближе к стороне А,,А,,_, ), мы придем к правильному
многоугольнику Х,Х,Х,. . . , Х,,. Из теоремы Морлея следует, что каждый
треугольник является многоугольником Морлея; очевидно также, что
каждый правильный многоугольннк - еморлеевь и что, скажем.
никакой отличный от квадрата прямоугольник не является многоуголь-
ником Морлея (почему?). Можете ли вы указать хоть один сморлеев
многоугольникь, отличный от треугольника и от правильного многоу-
гольника?



ПРЯМАЯ ЗИЛЕРА

Э.Гогман
Свойства треугольника были хорошо изучены еще древними

греками.
В знаменитых <Началах› Евклида доказывается, что цент-

ром окружности, описанной около треугодьника, является точка
пересечения серединных перпендикуляров к его сторонам.

Архимед, определяя положение центра тяжести однородной
треугольной пластинки, установил, что он лежит на каждой из
трех медиан. Точку пересечения медиан треугольника называют
центром тяжести или центроидом треугольника.

Позднее было доказано, что три высоты треугольника также
пересекаются в одной точке, которая называется его ортоцент-
ром.

Закономерность в расположении этих трех замечательных
точек треугольника - центра О описанной окружности, цен-
троида О и ортоцентра Н - впервые обнаружил знаменитый
математик Леонард Эйлер (1707 - 1783). Рассмотрим сначала
один часптый случай: прямоугольный треугольник АВС (рис.1).
Середина О гипотенузы АВ явля-
ется центром описанной около него С=Н
окружности. Центроид О делит ме-
диану СО в отношении 2 : 1, счи-
тая от вершины С. Катеты АС и
ВС являются высотами треуголь-
ника, поэтому вершина С прямого А В=0 В
угла совпадает с ортоцентром Н тре- р,,с_,
угольника. Таким образом, точки
О, С, Н _лежат на__одной прямой,
причем ОН = 306. Пользуясь методом координат, Эйлер
доказал, что такая же связь существует между тремя указан-
ными точками любого треугольника. Мы докажем этот факт с
помощью векторов, причем от читателя требуется знакомство
лишь с простейшими операциями: сложением векторов и умно-
жением вектора на число.
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Деление отрезка в данном опюшении
Пусть А, В и О - данные точки плоскости, и известно, что

-Э

точка С делит отрезок АВ в отношении Іг: ё = Ё (рис.2).
СВ

Выразим вектор ОС через векторы ОА и ОВ. Для этого

0 подставим в равенство АЧО = Іг × ОВ
выражения всех векторов через ОС,
бл я бв: до - 614 = ь(б'в - о"о›.
РЄШЗЯ ЭТО УРЗВНЄНИЄ ОТІ-ІОСНТЄЛЬНО

А С В ОЧС, получим

Рю 2 о"о = Щ*,±,Ё,г-9-Ё. (1)
Например, если О - середина отрезка АЧВ, то Ь = 1 и Очб =

= %(бА + 55).

Теорема о пересечении медиан треугольника в одной точке
Здесь мы попутно получим одно векторное равенство, кото-

рое понадобится нам в дальнейшем.
Теорема 1. Медианы треугольника АВС пересекаются в

одной точке С и делятся ею в отношении 2 : 1, считая от
вершины, причем

з до = 15'А+ г7в+ Р"с, (2)
где Р - любая точка плоскости или пространства.

Доказательство. Возьмем на медиане СВ треугольника АВС
точку С, определяемую соотношением ІСОІ : |С1Э|= 2 : 1 (рис.3).

Согласно формуле (1),

р Р-Ь = Рс+З2Ро,
с
/ РЪ=%{15'л+Р"в),

»
Ё: Рас = Ё,-{Р'}1+1ї'в+Р"с).

В Вычисляя вектор РС с кон
д 0 цом в точке О', делящей любую
рт-,_ 3 из двух других медиан треуголь-
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ника в отношении 2 : 1 (считая от вершины), мы получим справа
то же самое выражение:

Рїг = -Ё-(ей + :5'в+ Рйс),
-Ъ -Ъ

поэтому РС' = РО, и точка С' совпадает с точкой С. Следова-
тельно, все три медианы треугольника пересекаются в одной
точке 6, определяемой соотношением (2).

Теорема о высотах произвольного треугольника
Теорема 2. Высоты треугольника АВС пересекаются в

одной точке Н, причем

О-Н=О*А+О.В+О,С. (З)

где О - центр окружности, описанной около треугольника.
Доказательство. Пусть АВС - треугольник, отличный от

прямоугольного (рис.4). Найдем сумму векторов ОА и ОВ. Для
этого построим точку М, симметрич- С
ную О относительно стороны АВ,
тогда ОМ = ОА + ОВ. Затем постро-
им точку Н, для которой

біт= о_1'і4+о"с= б'л+б'в+ б'с, 9%и докажем, что точка Н и есть орто-
центр треугольника АВС.

Действительно, по построению
прямые СН и ОМ параллельны, ОМ
- серединный перпендикуляр к от-
резку АВ, следовательно, прямая СН
также перпендикулярна к прямой АВ, и точка Н лежит на высоте
треугольника АВС, проведенной из вершины С. _, _,

Если повторить построение, начиная с векторов ОА и ОС , то
получится та же точка Н, но те же рассуждения показывают, что
теперь точка Н лежит на высоте треугольника, проведенной из
вершины В. Аналогично получим, что точка Н лежит на высоте,
проведенной из вершины А. Следовательно, высоты треугольни-
ка АВС пересекаются в точке Н, определяемой соотношением
(З).

Легко проверить, что теорема 2 справедлива и для прямо-
угольного треугольника.

Рис. 4
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Прямая Эйлера

Из доказанных теорем 1 и 2 вытекает иитересуюшее нас
свойство замечательных точек треугольника.

Теорема 3. Центр О описанной окружности. центроид С и
ортоцентр Н любого треугольника лежат на одной прямой,
причем точка С лежит между точками О и Н и ОС : СН =
= 1 : 2.

Доказательство. По теореме 1

зо*с= бІ4+ б'в+ сїс.
Сравнивая это равенство с равенством (З), получим

о`іч = або.
-Ъ -І

Следовательно, векторы ОН и ОС, имеющие общее начало О,
расположены на одной прямой и ІОЧСІ : ІС_Н| = 1 : 2.

Прямая, на которой лежат точки О, С и Н, называется
прямой Эйлера.

О І О

В стереометрии простейший многогранник - тетраэдр (тре-
угольная пирамида) играет ту же роль, что и треугольник в
планиметрии. Свойства треугольника и тетраэдра во многом
схожи. Попробуем распространить свойство замечательных то-
чек треугольника на тетраэдр.

Сфера, описанная около тетраэдра
Извесп-ю, что около всякого тетраэдра можно описать сферу,

ее центр О лежит на перпендикулярах к граням тетраэдра,
восставленных в центрах окружностей, описанных около граней.

Медивньт тетраэдра

Отрезок, соединяющий вершину тетраэдра с Центроидом
противоположной грани, называется медианой тетраэдра. Свой-
с1'ва медиан тетраэдра аналогичны свойствам медиан треуголь-
ника.

Теорема 4. Четыре медианы тетраэдра АВСО пересекают-
ся в одной точке С, которая делит каждую из них в отношении
3 : 1, считая от вершины тетраэдра, причем

4Р-С: І;А+ІїВ+!їС+ РЪ. (4)
где Р - любая точка пространства.
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Доказательство. Возьмем на В '
медиане 06, тетраэдра АВСВ точ-
ку О, определяемую соотношением

Х06 : ОО, = З : 1 (рнс.5). Согласно
формуле (1).

ЁЬ=ЁЁЁЁЁЁ_

Учитывая. что Центроид С, тре- Ри 5 В
угольника АВС3. удовлўетвортзет со- °'
отношению ЗРС, = РА + РВ + РС, получим

-І 1 _! -'Р -Р -Ъ

РО = ЕЕР/1+РВ+РС+РВ).

Вычисляя вектор РЁ? с концом в точке О', делящей любую
из трех других медиан тетраэдра в отношении 3 : 1 (считая от
вершины). получим то же самое выражение. А это означает, что
все четыре медианы тетраэдра пересекаются в одной точке О,
удовлетворяющей соотношению (4). Точка О называется цент-
ром тяжести (или центроидом) тетраэдра.

Высоты тетраэдра
Высоты треугольника всегда пересекаются в одной точке. По

аналогии можно предположить, что высоты любого тетраэдра
также пересекаются в одной точке. Однако это не так.

Для примера рассмотрим тетраэдр АВСВ с прямым двуг-
ранным углом при ребре АВ, в котором АС = ВС, но АО гг ВВ
(рис.6). Высоты СЕ и ВР тетраэдра лежат соответственно в
гранях АВС и АБВ, но то=п<а Е -
середина АВ, а Р - нет. Если бы д
длины ребер ВА и ВВ были рав- \
ны, то основания Е и Р высот со-
впадали бы, но две другие высо-
ты тетраздра не могут проходить
через точку Е.

Таким образом, даже две высоты В
тетраэдра могут не иметь общей Рис 6
точки.

Тем не менее существуют и тетраздры, все четыре высоты
которых пересекаются в одной точке. Таким будет, например,
тетраэдр АВСВ с прямыми плоскими углами при вершине В.
Ребра ВА, ОВ и ВС являются его высотами, а вершина В -
ортоцентром (точкой пересечения всех четырех высот).

"ъ""-¦“г1.. 1"І ІЬ 1 І І н :
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' Попробуем найти все тетраэд-
ры, у которых высоты пересекают-
ся в одной точке.

Пусть высоты тетраэдра АВСВ,
С проведенные из вершин С и В,

пересекаются в точке Н (рис.7).
А Тогда СН,.І.АВ и ОН2.І.АВ, т.е.

прямая АВ перпендикулярна к двум
пересекающимся прямым, лежащим
в плоскости СВН, следовательно,

АВ .І. СО. Аналогично доказывается, что если две другие высоты
тетраэдра АВСО проходят через ту же точку Н, то АС .І. ВО и
АВ1. ВС . Итак, если все высоты тетраэдра пересекаются в одной
точке, то противоположные ребра тетраэдра взаимно перпенди-
кулярны. Такой тетраэдр называется ортоцентрическим.

Теорема 5. Четыре высоты ортоцентрического тетраэдра
АВСІ) пересекаются в одной точке Н, причем если О - центр
сферы, описанной около тетраэдра, то

В
Рис. 7

би = %(оЁї1+б'в+ о"с+ ОЪ). (5)

Доказательство. Пусть АВСО - ортоцентрический тетра-
эдр, ОС, - его медиана, ВН, - его высота (рис.8). Тогда С,
- центронд, а Н, - ортоцентр треугольника АВС (докажите это
самостоятельно - именно здесь используется перпендикуляр-
ность противоположных ребер тетраэдра), причем точки О,
(центр окружности, описанной около треугольника АВС), С, и
Н, лежат на одной прямой. Заметим, что центр О сферы,
описанной около тетраэдра АВСВ, лежит на перпендикуляре к
плоскости треугольника АВС, восставленном в точке 0,.

Будем доказывать теорему тем
9 же способом, что и теорему 2 для

треугольника: строичъ разными спо-
собами точку Н , удовлетворяю-
щую соотношению (5). _.

_, Вначале сложим векторы ОА,
ОВ и ОС:

о`іи= б'.4+б'в+б'с.
Ь ±:`і`і'

Ш

О

По теореме 1 О-Ё, = Ё-(бл +
Рид д М + ОВ + ОС ). поэтому ОМ = 306,
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или 634 = 20%, . Точки 0,, 6,. Н, лежат на прямой Эйлера
треугольника АВС, причем НТС, = 2(ЁО,. Следовательно,

нҐм= нїо, + 0,14, = 2[сЁ), + бо.) =2[о`Е:, + с;,Ь,] = 250, .
Отсюда вытекает, =гго прямые Н,М и ОО, параллельны, а так
как прямая ОО, перпендикулярна к плоскости АВС, то и прямая
Н,М перпендикулярна к этой плоскости. Следовательно, точка
М лежит на прямой ВН, (если точки О и О, совпадают, то точки
М и Н, тоже совпадают).

Пусть теперь О_Н = -%(Ої\/І + ОЪ) = %(О-'А + дБ + СЁС +
+ ОО). Из левого равенства следует, что точка Н является
середшюй отрезка ОМ, т.е. точка Н лежит на ВН, тетраэдра.

Аналогично строгггся точка Н: О_}\Ґ= (5./1 + 65 + ОЪ и та же
точка Н: О_Н = %(О7\ї + СТС ) и доказывается, что точка Н лежит
на высоте тетраэдра, проведенном из вершины С, и т.д.

Следовательно, высоты ортоцентрического тетраэдра пересе-
каются в одной точке Н, определяемой соотношением (5).

Прямая Эйлера тетраэдра
Теорема 6. Центр О описанной сферы, центроид С и

ортоцентр Н ортоцентрического тетраэдра АВСВ лежат на
одной прямой, причем точки О и Н симметричны относительно
точки 6.

Доказательство. По формулам (4) и (5)

0и=%[0:,+дВ,д<;,0ъ),
до = %[о`Ё1 + б'в+ о"с+ 61)).

откуда О-Н = 260. Полученное равенство означает, =гго точки О,
О, Н лежат на одной прямой, причем точки О и Н симметричны
относительно точки 6.

Прямую, на которой лежат точки О, 6, Н, можно назвать
прямой Эйлера ортоцентрического тетраэдра.

Упражнения
Решите с помошью скалярного произведения векторов задачи 1 - 4.
1. а) Докажите, чточесли 9 - Ііентр окружности. описанной около

треугольника АВС, и ОН = ОА + ОВ + ОС, то Н - точка пересечения
высот треугольника.
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б) Докажите, что если О - центр сферы, описанной около ортоцен-
трического тетраэдра АВСІЭ. и ОЧН - ї (дл + 58 + (ТС + О-Ь). то Н
- точка пересечения четырех высот тетраэдра.

2. Докажите, что если А, В. С и О - четыре произвольные точки
пространства, то АЪ- СЪ+В-С /ҐО+СЙ - В-Ь: 0.

Пользуясь этим равенством, докажите, что
а) три высоты треугольника пересекаются в одной точке;
б) если противоположные ребра АВ и СВ. АВ н ВС тетраэдра АВСВ

перпендикулярны, то ребра СА и ВВ также перпендикулярны.
З. Докажите, что если А, В, С, В - четыре произвольные точки

пространства, то АВ* + СО* - АВ* - ВС* = ЗЁС - 55.
Пользуясь этим равенством, докажите. что
а) сумма квадратов диагоналей трапеции равна сумме квадратов ее

боковых сторон, сложенной с удвоенным произведением оснований;
б) диагонали четырехугольника перпендикулярны тогда и только

тогда, когда суммы квадратов противоположных сторон равны;
в) для того чтобы тетраэдр был ортоцеъггрическим, необходимо н

достаточно. чтобы суммы квадратов его проптвоположных ребер были
равны.

4. Докажите, что все плоские углы при одной вершине ортоцентри-
ческого тетраэдра либо одновременно острые, либо прямые, либо тупые
и хотя бы одна его грань является остроугольным треугольннком.

5. а) Докажъгге, что точки, симметричные ортоцентру Н треугольни-
ка АВС относительно середин его сторон, а также точки. симметричные
ортоцеі-п'ру Н относительны прямых ВС, СА иАВ, лежат на окружности,
описанной около этого треугольника.

б) ПустьН - ортоцентр тетраэдра АВСВ, О, и Н, - соответственно
Центроид и ортоцентр грани АВС, а 6, и Н, - такие точки, что НС, =
= З!-ТС, и І-ҐН, = З!-їН,. Докажите, что точки О, и Н, лежат на сфере,
описанной около этого тетраэдра.

6. а) Докажите, что середины трех сторон, основания трех высот
треугольника и середины отрезков, соединяющих ортоце1п'р с тремя
вершинами, лежат на одной окружности, а цеъпр этой окружности
(называемой окружностью десяти точек) лежит на прямой Эйлера.

б) Докажите, что цеитроиды четырех граней. основания четырех
высот ортоцетрического тетраэдра и точки, которые делят каждый из
отрезковўсоединяюших ортоцентр с вершинами. в отношении 1 : 2
(считая от ортоцеъпра). лежат на одной сфере. а центр этой сферы
(называемой сферой двенадцати точек) расположен на прямой Эйлера.

7. Докажите, что
а) если основание одной из высот тетраэдра есть ортоцеъп-р соответ-

ствующей грани, то тетраэдр является ортоцеъп-рическим;
б) основание любой из высот ортоцентрического тетраэдра есть

ортоцентр соответствующей грани (эти свойства использованы при
доказательстве теоремы 5).



ОКРУЖІ-ІОСТЬ ДЕВЯТИ ТОЧЕК И ПРЯМАЯ ЭЙЛЕРА

И.Шарыгин, А.Ягубьянц
Самый простой из многоугольников - треугольник - издав-

на привлекает внимание геометров. После Евклида красивые
теоремы доказывали о нем такие замечательные ученые древнос-
ти, как Аполлоний, Герои. Менелай и Птолемей. Ближе к
нашему времени треугольииком увлекалисъ Эйлер, Понселе,
Симсон, Дезарг, Клейн, Адамар.

В наши дни треугольник немного вышел из моды, но не
утратил своей былой красоты. В этом вы сможете убедиться,
прочитав про связанные с треугольником окружность и прямую,
носящие имя Леонарда Эйлера. А рассмотренные затем задачи,
мы надеемся, покажут, что вокруг треугольника еще есть над чем
подумать.

Окружность Эйлера
Начнем со следующей замечательной теоремы, опубликован-

ной Эйлером в 1765 году:
Основания высот, основания медиан и точки, расположен-

ные на серединах отрезков от ортоцентра' до вершин треу-
гольника, лежат на одной окружности.

Окружность эта получила название окружности девяти
точек или окружности Эйлера
(рис.1). А

Прежде чем приступить к до-
казательству этой теоремы, обра- В С
тим внимание на несколько про- В Ь
стых, но полезных фактов, свя- 2
заниых с геометрией треугольни-
ка (рекомендуем доказать их са-
мостоятельно). С А А В

Пусть О -' центр окружности, 2 '
описанной около треугольника РИ0-1

' Ортоцентр - точка пересечения высот.
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- АВС. М - точка пересече-
ния его медиан (осталь-
ные обозначения см. на
рисунке 1).

(1) Точки А,, В3, СЗ
являются центрами ок-
ружностей, описанных,

4
ют соответственно, около

,4 - В

І_а

~ треугольников АВ,С,,
А,ВС,, А,В,С. (Указание.

Рис. 2 АН, ВН, СН - диаметры
этих окружностеи - см.
рис.2.)

(2) Треугольники АВ,С,, А,ВС,, А,В,С подобны между собой
и подобны исходному треугольнику АВС. (Укаэание. Соответ-
ственные вершины обозначены одинаковыми буквами; 4АВС =
= ААНС, = 4АВ,С,.)

(3) Пусть А, В и С - величины соответствующих углов
треугольника АВС. Если эти углы - острые, то величины
углов треугольника А,В,С, равны, соответственно, 180° - 2А,
180° - 2В, 180° - 2С, если же, например, А > 90°, то они равны
2.А - 180°, 2В, 2С (рис.2).

(4) Расстояние от точки О до каждой стороны треуголь-
ника Ёдвое меньше, чем расстояние от противоположной
вершины до ортоцентра:

я,о= Ё/тн, в,о= -Ё-вн, с,о= Ёсн.
(Указание. Рассмотрите треугольник, стороны которого проходят
через точки А, В, С параллельно ВС, АС, АВ соответственно.)

Прямая Эйлера
Заметим, что из утверждения (4) сразу следует, что точки О,

М и Н лежат на одной прямой, поскольку прямая ОН делит
медиану АА, в том же отношении, что и точка М. Эта прямая
носит назва,-іие прямой Эйлера треугольника АВС. Леп<о видеть,
что ОМ = ЁМН .

Докажем теперь, что точки А,, В,, С,, А,, В2, С,, А,,, В3, С,,
лежат на одной окружности. Ограничимся рассмотрением слу-
чая остроутольного треугольника АВС. (Для тупоугольного
треугольника проведите рассуждения самостоятельно.)

Сначала заметим, что точки А,, А,,, В2, С2 лежат на одной
окружности (рис.З), поскольку В,/1, и С,А, - медианы прямо-
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угольных треугольников АА,С и АА,В, проведенные на гипоте-
НУЗЫ. и следовательно, АВ,/І,С, = 4В,А,А + 4АА,С, = 4А,АВ,+
+ 4А,АС, = 4А = АВ,А,С,. Абсолютно аналогично доказывается,

А А

В: С,

С В С
АЗ А! А2 А: В

Рис. 3 Рис. 4

что точки В,, А,, В,, С, лежат на одной окружности (точка В,
- точка етого же сортаь, что и А, !) н что точки С,, А,, В,, С,
лежат на одной окружности. Таким образом, шесть точек А, , В,,
С,, А,, В,, С, лежат на одной окружности. С другой стороны,
если мы рассмотрим, например, четырехугольник А,В,А,С,,
(рис.4) и выразим какие-то два его противоположных угла через
углы А, В и С (что нетрудно сделать), мы убедимся, что их сумма
равна 180°; отсюда следует, что четырехугольник А,,В,А,С,, -
вписанный. Таким образом, шесть точек А,, , В,, С,,, А,, В,, С,
также лежат на одной окружности. Значит, все девять точек А, ,
В,, С,, А,, В,, С,, А,, В,,, С,, лежат на одной окружности (то=п<и
А,, В,, С, входят в обе шестерни). Теорема Эйлера доказана.

Свойства прямой и окружности Эйлера

(5) Радиус окружности девяти точек равен половине ради-
уса окружности, описанной около ААВС.

(6) Окружность девяти точек гомотетична окружносїпи.
описанной около треугольника АВС, с коэффициентом -5 и
центром гомотетии в точке Н (именно так расположены по
отношению друг к другу треугольники АВС и А,,В,,С,).

(7) Эти же окружности гомотетичны, но уже с коэффици-
1

ЄНШОМ (- Ё Ц ЦЄНШРОМ 2ОМО77І€7П2-ІЦ Є ПІОЧКЄ М (ТЭК рЗСПОЛ0ЖЄ°

ны по отношению друг к другу треугольники АВС и А,В,С,).
(8) Центр окружности девяти точек лежит на прямой

Эйлера в середине отрезка ОН.

Трудная задача
На тему окружности девяти точек и прямой Эйлера составле-

но много интересных задач. Вот одна из них, опубликованная в
2 Приложение «Квант» Ме 1 _ 33



ь ,45%,,_Чад*

книге «Избранные задачи из жур-
нала Атегісап МаІ:Ьеп1а1:ісаІ Моп-
ІІ|'|1у=› (М., 1Мир›, 1977):

Дан треугольник АВС; А.А,,
` ВВ,, СС, - его высоты. Докажи-

те, что прямые Эйлера треуголь-
А ников АВ,С,, А,ВС,, А,В,С пере-
, В секаются в такой точке Р ок-

рщ;_ 5 ружности девяти точек треу-
гольника АВС, для которой один

из отрезков РА, , РВ,, РС, равен сумме двух других отрезков
(рис. 5).

Пусть, как и прежде. Н - ортоцентр треугольника АВС _ А,, В,, С,,
- середины отрезков АН, ВН, СН (они. напомннм, являются центрами
окружностей, описанных около подобных треугольников АВ,С,, А,ВС,,
А,В,С ).

Докажем сначала вспомогательное утверждение. Если через точки
А,, В,,, С,, провести прямые, одинаково расположенные 2 по отноше-

нию к треугольникам АВ,С,, /\,ВС,.
А А,В,С , то такие прямые пересекутся
,› на окружности девяти точек треу-

В С гольника АВС. Обозначим через Р
Г , 1 точку пересечения каких-нибудь двух

из этих прямых. например, прямых.
А проведенных через А, и С, (рис.6).

 › Так как прямые А,Р и С,Р одинаково

с А, в расположены относительно треуголь-
ников АВ,С, и А,В,С, А,/ІЗР = А,С,Р.

Рис. 6 Значит, окружность, проходящая че-
рез точкн Ц, А,, С,,, пройдет через

точку А,, Но тогда эта окружность - окружность девяти точек
треугольника АВС. Таким образом, любые две из проведенных прямых
пересекаются на окружности девяти точек треугольника АВС, отсюда
легко заключить, что все три прямые пересекаются в одной точке.

Для завершения доказательства предположнм теперь, что Р - точка
пересечения прямых Эйлера. Легко видеть (проверьте!), что числа РА,,
РВ,, РС, пропорциональны синусам углов РА,А,, РА,,В,, РА,,С,. Поло-
жим 4РА,А, = Ф.

Предположим, что ААВС - остроугольный. Пользуясь свойством
(З) и рисунком 5. найдем

4РА,В, = ф + 4А,А,,В, = ср + 4А,С,В, = «р +180°-2С,
4!-'А,,С, = 4А,А,С, - ср = 4А,В,С, - єр = 180°-23 - ср .

1 Т.е. образующие с соответствующими сторонами одинаковые углы.
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Таким образом, нам нужно доказать,
что одно из трех чисел

зіпф, зіп (2С - ср), зіп(2В +_ср) 1\~ аеё.Ьиз НО(в данном случае - второе) является
суммой двух других. \

Рассмотрим треугольник АОН Ъ
(рис.7). Поскольку дАВС~мВ,С, и С Взі
точки О, А, являются центрами опн- р,,,с_ 7
санных около этих треугольников ок-
ружностей, ААОН = Ф и ДОАС = АНАВ= 90' - В. Значит,

4оАн = А - 4оАс = 4А,Ав = А - (эо°-в) - (эо°-в) = 2в + А -1зо° ,
откуда з .

ип коня = $іп(з60°-2в - А - ср) = -зіп(2в + А + Ф).

Если В - радиус окружности, описанной около ААВС, то ОА = К;
в силу свойства (4) и равенства 414,08 = ЁДСОВ = А имеем

АН = 2ОА, = 2КсовА.

По теореме синусов для треугольника ОАН получаем -

__.іі=Ш›і/1
-$іп(2В+А-1-гр) віпф '

-віпср = 2совА$іп(2В + А + ср),

-зіпср = зіп(2А + 2В + \р)+ віп(2В+ ср) ,
-зіпф = віп(2С - <р)+ зіп(2В + Ф),

$іп(2С - Ф) = зіпср + зіп(2В + кр) .

Попробуйте самостоятельно проделать доказательство в случае,
когда треугольник АВС - тупоугольный.

В заключение приведем без доказательства еще один замеча-
тельный факт, связанный с окружностью девяти точек:

Теорема Фейербаха. Окружность девяти точек касается
вписанной и трех вневписанных окружностейз данного треу-
гольника.

Все известные нам доказательства этого утверждения весьма
громоздки и носят, по существу, чисто вычислительный харак-

1* Вневписанпая окружность - это окружность, касающаяся одной
стороны треугольника и продолжений двух других его сторон.
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тер. Возможно. вам удастся найти хорошее геометрическое
доказательство теоремы Фейербаха.

Упражнения
1. Пусть Н - ортоцентр треугольника АВС. Докажите, что треуголь-

ники АВС. АВН. ВСН, САН имеют одну и ту же окружность девяти
точек.

2. Пусть К - середина какой-либо стороны треугольника, Н -
ортоцентр, Ь - точка пересечения прямой НК с окружностью, описан-
ной около треугольннка (К между Н и 1.). Докажите, что НК = КІ..

3. Пусть Р - основание высоты треугольника, М - точка пересе-
чения медиан, М - точка пересечения прямой МР с описанной
окружностью (М между Р и М). Докажите, что 2РМ = ММ.

4. Докажите, что основания перпендикуляров. опушенных из произ-
вольной точки описанной окружности на стороны треугольника, лежат
на одной прямой. Эта прямая называется прямой Симсона. Докажите,
что прямые Симсона. соответствующие концам диаметра. взаимно
перпендикулярны, а их точка пересечения лежит на окружности девяти
точек.

5. Внутри треугольника АВС дана точка М. Докажите, что прямые
Эйлера треугольников АМВ. ВМС и СМА пересекаются в одной точке,
если

а) М - ортоцентр треугольника АВС;
б) М -- точка, из которой все стороны треугольника видны под углом

І20' (все углы треугольника меньше І20').
6. Пусть І. - такая точка в плоскости треугольника АВС, что

АЬ : ВІ. : СІ. = ВС : СА :АВ. Докажите, что І. лежит на прямой Эйлера
треугольника АВС.

Желающим поближе ознакомиться с геометрией треугольника мы
рекомендуем две книги: .

С.И.3етель. «Новая геометрия треугольника› (М., «Учпедгиз›,
1962).

С.М.Коксетер, С.Л.Грейтцер «Новые встречи с геометриейь (М.,
«Мнр›, 1973).



ТОЧКИ БРОКАРА

В.Пра-солов
С каждым треугольником связано много замечательных то-

чек: точка пересечения медиан, точка пересечения высот, центры
описанной и вписанной окружностей. Есть и другие замечатель-
ные точки. Мы расскажем о двух из них - о точках Брокара.

Точка Р, лежащая внутри треугольника АВС, называется
первой точкой Брокара, если

АРАС = АРСВ = АРВА

(рис.1,а). Для второй точки Брокара должны выполняться
равенства АОАВ = АОВС = ДОСА (рис. 1, 6).

а) 6) Ё

Рис. 1

Прежде чем рассказывать о свойствах этих точек. докажем,
что для любого треугольника существует ровно одна первая
точка Брокара, а также ровно одна вторая точка Брокара.
Начнем с первой из них. Построим на сторонах треугольника
АВС подобные ему треугольники А,ВС, АВ,С и АВС,, как
показано на рисунке 2. Так как АРСВ = АС - ДРСА, то
равенства АРАС = ДРСВ и ДРАС = АС - АРСА эквивалентны.
Последнее равенство можно переписать в виде АС = ДРАС +
+ АРСА= 180° - ААРС . Для точки Р, лежащей внутри треуголь-
ника АВС, это равенство равносильно тому, что она лежъгг на
окружности, описанной около треугольника АВ,С. Аналоптчные
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рассуждения для остальных углов показывают, что Р - точка
Брокара тогда и только тогда, когда она принадлежит описан-
нь1м~окруж'ностям всех трех треугольников А,ВС, АВ,С и АВС,.
Пусть Н - точка пересечения описанных окружностей треуголь-
ников А,ВС и АВ,С , отличная от точки С. Тогда

 ища, ; зво°-Аяс - 4сяв.=т + в = 1зо°-4Ас,в.
а значит, точка Ц лежит и на описанной окружности треуголь-
ника АВС,, т.е. Н = Р - точка Брокара. Соединим ее со всеми

с, с вершинами рассматривае-
мых треугольников. Из ра-

) В ` А 'венства вписанных углов,
,.. 1

/ І опирающихся на одну дугу.
4; следует, что углы между по-

6 лученными отрезками имен-Гі›[еда но такие, как указано на
2. Атаккак от + В+›.д|Ь,~;« Р"°>"*'<°

А ;С

+ у = 180°, отрезки АА,,
ВВ, и СС, проходят через
точку Р.

4)'-9/'

Рис_2 . л Задача 1. Постройте на ето-
ронах треугольника АВС подоб-

. ные ему треугольники А,ВС.
АВ,С и АВС, так, чтобы отрезки А/1,, ВВ, и СС, пересекались во второй
точке Брокара.

Итак, мы доказали, что для любого треугольника существует
первая точка Брокара, причем ровно одна. Теперь можно начать
обсуждать свойства Т°'т1ск Брокара. Если через центр О описан-
ной окружности треугольника АВС провести прямые АО, ВО и
СО, то они пересекут окружность в таких точках А, , В, и С,, что
треугольники А,В,С, и ,АВС равны (они симметричны относи-
тельно точки О). Точка Брокара обладает похожим свойством.

Задача 2. а) Пусть Р - первая точка Брокара. Прямые АР, ВР и СР
пересекают описанную окружность треугольника АВС в точках А,, В, и
С,. Докажите, что ААВС = АВ,С,А,.

6) Сформулируйте и докажггге аналогичное утверждение для второй
точки Брокара.

Если из центра О описанной окружности треугольника АВС
опустить перпендикуляры ОА', ОВ' и ОС' на его стороны, то
точки А', В' и С' будут серединами сторон треугольника АВС,
поэтому ААВС ~АА'В'С'. Точка Брокара Р снова обладает
похожим свойством.
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Задача 3. Из первой точки Брокара А ,

*І-----±

В
Ропущены перпендикуляры РА', РВ' и дит-
РС на стороны треугольника АВС. С 5 Й
Докажите, что ААВСФ АВ"С'А'.

В некотором смысле задача З
после задачи 2 уже излишняя. Дело 4 Ду \ В

А Св том, что справедливо следующее
утверждение. Ривз

Задача 4. Прямые АХ, ВХ и СХ
пересекают описанную окружность треугольника АВС в точках А,, В, н
С,; А', В' н С' - проекции точки Х на стороны треугольника АВС.
Докажите, что М,В,С, ~ дА'В'С'.

Обратимся теперь к углу ср = АРАС = ДРСВ = АРВА. Его
можно выразить через углы треугольника АВС. Сотрем для
этого на рисунке 2 все лшннее (см. рис.3) и опус-тим из точки А,
перпендикуляр А,К на прямую АС. Тогда

сІ:3ср = АК/А,К = АС/А,К + СК/А,К = (с±3о: + с±3 7) + сі:3|З.

Для второй точки Брокара мы получим точно такое же
выражение. Углы, заключенные между 0° и 180', равны тогда и
только тогда, когда равны их котангенсы. Поэтому для второй
точки Брокара мы получим тот же самый угол ср; он называется
углом Брокара.

Задача 5. а) Докажите, что угол Брокара ср $З0'.
б) Внутри треугольника АВС взята точка М. Докажте, что один из

углов АВМ, ВСМ и САМ не превосходит З0'.
Обсудим более подробно совпадение углов для первой и

второй точек Брокара. Пусть Р и О - эти точки. Отразим
прямые АР, ВР и СР относительно биссектрис углов А, В и С
соответственно. Тогда полученные прямые пересекутся в точке
О. Впрочем, в этом отношении точки Брокара не исключение:
для любой точки Х, не лежащей на описанной окружности
треугольника АВС, при отражении прямых АХ, ВХ и СХ
относительно биссектрис соответствующих углов получаются
прямые, пересекающиеся в одной точке. Мы не будем обсуждать
подробно этот замечательный факт - это тема для отдельного
разговора. Отметим лишь следующее.

Задача 6. Пусть О - центр описанной окружности треугольника
АВС. Докажите,,что прямые, симметричные прямым АО, ВО и СО
опчосительно биссектрис углов А, В и С соответственно, проходят через
точку пересечения высот треугольника АВС. С ' я
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Предлагаем вам решить еще несколько задач о свойствах
точек и углов Брокара.

Задачи
7. Пусть Р - точка Брокара треугольника АВС: К,. К, и К, -

радиусы описанных окружиостей треугольников АВР, ВСР и САР.
Докажите, что К,К,К, = НЗ, где Р - радиус описанной окружности
треугольника АВС.

8. Пусть О - вторая точка Брокара треугольника АВС; О - центр
его описанной окружности: А,, В, и С, - центры описанных окружнос-
тей треугольников САО, АВО и ВСО. Докажите, что дА,Н,С, Ф МНС .
причем О - первая точка Брокара треугольника л,Н,С,.

9. Докажите, что из медиан треугольника АВС можно составить
некоторый треугольник А,В,С, , причем углы Брокара обоих треугольни-
ков равны.

10. Дан правильный треугольник АВС с центром О. Докажите, что
угол Брокара треугольника. образованного проекциями точки Х на
стороны треугольника АВС. зависит лишь от длины отрезка ОХ.



вокруг теоремы Фвйєгвяхл
В. Протасов

В первой половине прошлого века немецкий математик
К.Фейербах доказал одну из самых красивых теорем планимет-
рии. Об этой теореме и других связанных с ней вещах и пойдет
речь в этой статье.

Окружность девяти точек
Пусть дан треугольника АВС, А', В', С' - середины его

сторон. Треугольник А'В'С' мы будем называть срединныгч
треугольником треугольника АВС. Опишем около треугольника
А'В'С' окружность у - окружность Эйлера треугольника
АВС _ (Дальше мы будем говорить «окружность ХУ2›, имея в
виду окружносгь, проходящую _
через три данные точки Х, У, "
2.) Начнем с совсем простых Т
утверждений (необходимые
обозначения см. на рис.1).

Упражнеъше 1. Докажите, что:
а) Центр описанной около тре-

угольника окружности совпадает
с точкой пересечения высот его А
срединного треугольника.

“Ъ
б) Радиус окружности 'у ра- А В С

вен половине радиуса окружности р,,,с_1
АВС.

в) Цеъпроиды (точки пересечения медиан) треугольников АВС и
А'В'С' совпадают, а треугольники АВС и А'В'С' гомотетичны с коэф-
фициентом -2 относительно их общего цеъпронда М.

г)" (теорема Эйлера) Для всякого треугольника АВС его ортоценгр
Н , центр О окружности АВС и цел-п'роид М лежат на одной прямой
(прямая Эйлера). причем 2ОМ = МН.

д) Ценгр окружности Эйлера треугольника АВС совпадает с середи-
ной отрезка ОН.

Указание. Перпендикуляр к отрезку А'С' вточке В" пересекает прямую
ОН вточке О* , для которой ОМ/МО' = В'М/МВ” = 2/1 (В'М=1/2ВМ').
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Аналогично, и остальные срединные перпендикуляры треугольника
А'В'С' также проходят через точку 0*.

Прочему же окружность Эйлера называется еще и окруж-
ностью девяти точек? Объяснение дает следующая теорема,
известная еще Эйлеру.

Теорема 1. Пусть ї - окружность Эйлера треугольника
АВС. Тогда кроме середин сторон ей принадлежат следующие
6 точек: основания высот этого треугольника и середины

отрезков, соединяющих его
вершины с ортоцентром.

Вы получите доказатель-
ство этой теоремы, решив
следующее упражнение.

Упражнение 2. Докажите,
что(рис.2)если Ё - основание
высоты, опущениой из вершины
В, а прямая Н'О' пересекает НВ

Ґ, ВС вточке К,тоВК=КН= В'О.
В'О' = О'К (воспользуйтесь уп-

Р"°' 2 ражнениями І, в). г)).

\О
ад

Ё-Ё
*МЗ

€\1›~"
Из результата упражнения 2 слудует, что В”К - диаметр

окружности Эйлера, т.е. что точки В и К ей принадлежат, а это
и доказывает теорему.

Свойства окружности девяти точек, составляющие содержа-
ние упражнения 1 и 2, нам в дальнейшем не понадобятся. Но мы
все-таки советуем вам решить эти упражнения, чтобы поближе
познакомиться с объектом, более глубокие свойства которого нам
предстот обнаружить.

Формулировка теоремы Фейербаха

Напомним, что вневписанной окружностью треугольника
АВС, соответствующей стороне АВ (или - вершине С), называ-
ется окружность, касающаяся стороны АВ и продолжений сто-
рон АС и ВС. Лепсо видеть, что у любого треугольника сущест-
вует ровно три вневписанных окружности. При этом центр
вневписанной окружности треугольника АВС, соответствующей
вершине С, - это точка пересечения биссектрисы угла С и
внешних углов А и В треугольника АВС (докажите это самостоя-
тельно).

Таким образом, если три прямые образуют треугольник, то
существуют ровно четыре окружности, каждая из которых
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касается всех трех прямых (рис.
3). _ _

Теперь мы можем сформулироп- С В И `
вать теорему, составляющую основ- Р Ґ»-`
ное содержание этой статьи. ` '

Теорема Фейербаха. Окруж-
ность девятиточек касается впи- ' ~ \
саннои и всех вневписанных окруж- -
ностей данного треугольника. ~

Дальше мы увидим, что на са- ,_Р"°° 3
мом деле окружность^Эйлера каса- Є

жеЬ. 'ДУ

ется не только вписанной и вневписанных окружностей, а еще
целых 60-ти (!) окружностей, связат-іных С-данным треугольни-
ком. Но для этого 'нам предстоит провести некую предваритель-
ную подготовку. ., , л , `

Орнентированные углы н теорема о сегменте
Для облегчения в дальнейшем формулировок договоримся о

некоторых терминах.
Определение 1. Углом между пересекающимися в точке О

различными прямыми а и Ь мы будем называть угол, на
который необходимо повернуть прямую а вокруг точки О
против часовой стрелки до совпадения с прямой Ь (в литературе
подобному определению часто соответствует термин «ориентиро-
ванный уголь). На рисунке 4. а ос - угол между а и Ь, В -- угол
между Ь и а (очевидно, от + В = тп); Такое понимание угла

а)' 621 '
. Ь Ь .

|,." .Ц а.

а а

Рис.4

позволит нам понимать без специальных оговорок, какой из двух
смежных углов рассматривается в каждом конкретном случае.
Аналогично определяется угол между лучами а и Ь, выходящими
из одной точки. На рисунке 4, б от - угол между лучами а и Ь,
В - между Ь и а (здесь от 3 В = 2п).

Определение 2. Дугой АВ данной окружности мы будем
называть дугу, пробегаемую точкой при движении по этой
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окружности против часовой стрелки от А к В. При таком
определении ясно, какую из двух дуг, на которые точки А и В

Ш

разбивают окружность, надо считать дугой АВ. Ясно, что дуги
О Ш

АВ и ВА составляют всю окружность. ,__
Наконец, напомним, что угловой мерой дуги АВ данной

окружности называется угол между лучами ОА и ОВ, где О -
Ц

центр окружности, а угловой мерой дуги ВА - угол между
лучами ОВ и ОА. Таким образом, АЧВ + ЁА = 2п.

Сформулируем теперь очень важное для дальнейшего и
интересное само по себе утверждение.

Теорема 2 (теорема о сегменте). В угол, образованный
прямыми а и Ь(с.ч. рис.5 - 8) вписана окружность у с центром
І. На прямых а и Ь выбираются произвольные точки А и В так,
что (см. рис. 5 - 7) прямая АВ касается окружности 1, а
через точки А и В проводится окружность со, для которой

\_) _

АВ = ар, где 0 < ср < 21: - данное фиксированное число. Тогда
существуют две постоянные окружности, касающиеся прямых
АО и ОВ и окружности со.

Одна из этих окружиостей касается этих прямых в точках
На и Нд, вторая - в точках Ма и М, таких, что 4АМ,,І = ср/4 ,

а) Ь 6) Ь

€\тнгдйі;<1'ш

Ф/
Рис. 5

а) Вь 6) Вь

0
7 Аа У А
А А
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а) 6) Ь
вв-'-ть"

\ ` "
\

Ь 1 \
Ю Ш І \

1 1
В Ф 5 ,І

0 о `* ___/
А 0 А , ма а

Рис. 7

а) 6)
Ь Ь

Ш В ї Ш В -ч

\

Рис. В

*-ч
_/

а ДІМ,,О = (21: - Ф)/4 (таким образом, треугольник М,,ІМ,, -
прямоугольный).

Конечно, сразу разобраться в столь длинной формулировке
не просто. Для наглядности представим себе, что точки А и В
движутся по лучам ОА и ОВ так,
что окружность у все время оста-
ется вписанной в треугольник
АОВ (см. рис.5, а)). На стороне ,_
АУВ во внешнюю сторону треу-
гольника АОВ строится дуга ок-
ружности, равная <р (эта дуга
вместе с отреэком АВ ограничива- О
ет выделенный сегмент, см.
рис.9). Тогда переменная окруж- РИ0- 9
ность со, содержащая дугу ср, бу-
дет касаться двух фиксированных окружностей, показанных
на рисунках 5 - 9 штриховой линией.

Рисунок 9 - это один из случаев реализации теоремы о
сегменте. Другая возможность представлена на рисунках 6, а. б.
Здесь угол ср мал (точнее, Ё < 4АОВ), и точка На «ушла» на
продолжениейлуча АО за точку О (почему?),- так что окруж-
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ность, касающаяся прямой А в точке На, вписана уже не в угол
АОВ, ар вертикальный с ним.

Наконец, окружность у может быть не только вписанной, но
и вневписанной для треугольника АОВ. Эта ситуация порождает
еще два случая (рис.7 и 8).

Определения угла и дуги, данные выше, позволили свести все
случаи в единую формулировку теоремы о сегменте. Приняв
пока теорему о сегменте как факт, без доказательства, получим
некоторые ее следствия.

Упражнения
3. Докажите. что прямая ВК параллельна касательной к окружности

у. проведенной из точки М, (рис.5, б).
4. а) По сторонам угла О движутся точкиА и В, так что треугольник

АОВ имеет постоянную вписанную окружность у. Докажите, что его
описанная окружность все время касается фиксированной окружности,
вписанной в угол АОВ, причем точки касания последней со сторонами
угла и центр окружности 1 лежат на одной прямой.

б) Докажите утверждение а), если у - постоянная вневписанная
окружность треугольника АОВ, соответствующая вершине О.

5. а) Докажите. что окружность. впнсанная в прямой угол С
треугольника АВС и касающаяся изнутри его описанной окружности,

гомотетична вписанной окружности тре-
В угольника АВС относительно точки С с

С: коэффициентом 2 : 1.
б) Докажите, что окружность, впи-

санная в прямой угол С треугольника
АВС и касающаяся внешним образом его
описанной окружности, гомотетична от-
носительно точкн С с коэффициентом
2 : 1 его вписанной окружности.

в) Докажите теорему Фейербаха для
прямоугольного треугольника.

6. Даны непересекающиеся окруж-
ности у, и у,. Произвольная окружность касается у, и у, внутренним
образом н пересекает их общие внутренние касательные в точках А, В,
С, О (рис.І0). Докажите,, что Ч

а) угловые меры дуг АН и СІ) постоянны и равны удвоенным углам,
образованным прямыми АС и ВВ с общей внешней касательной к у, и у,;

6) у треугольников АОВ и,СО0 постоянные вписанные окружности.
7. Предыдущее упражнение есть не что иное. как утверждение,

обратное случаю теоремы о сегменте. показанному на рисунке 6.
Сформулируйте и докажите аналогичные утверждения, соответствую-
шие случаям, показанным на рисунках 7 и 8.

Ой
Рис. Ю
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8. Даны окружности 1, и тд, касающиеся внешним образом в точке
О. Окружность со касается их одинаковым образом (внутренним или
внешним). Докажите, что общая касательная к 1, и 7,, проведенная в
точке О, делитокружность со на две дуги, равные удвоенным углам
между этой касательной и другой общей касательной к 7, и у,.

9 (задача о луночке). Дан угол с вершиной в точке О и два числа Ф,
н ср, такие, что 0<єр, <2к, 0<<р, <2к. Точки А и В движутся по
сторонам угла, и на стороне АВ во внешнюю сторону треугольника АОВ
строятся две дуги, равные Ф, и ср, (елуночкаь). Докажите, что если
окружность, содержащая первую дуГУ› касается фиксированной окруж-
ности. вписанной в угол О, то и окружность, содержащая вторую дугу,
касается фиксированной окружности, вписанной в тот угол.

Утверждение это можно усилгггь: окружность, содержащая дугу ср, ,
касается двух окружиостей; правда, вторая может быть вписана уже не
в данный угол, а в вертикальный с ним.

Упражнение 9 - внекотором смысле, сильное обобщение
теоремы о сегменте. Последняя является частным (вернее,
предельным) случаем, когда ср, = 0, и, следовательно, одна из
дуг луночки вырождается в прямую, а луночка - сегмент. Тем
не менее, решение задачи о луночке следует из этого своего
частного случая.

д0ІСа38ТСЛ:ЬСҐВ0 ТЄОРЄМЫ О ССҐМЄІІТС

Докажем, что (в обозначениях рисунка 5,6) окружность,
касающаяся прямых а и Ь в точках На н Нд соответственно,
касается окружности со. Доказательство для второй окружнос-
ти, а также для остальных случаев теоремы совершенно анало-
гичны. Следующее утверждение является небольшим усилением
известной теоремы об угле между касательной и хордой. ч

Лемма 1. На окружности даны точки А и В. Прямая а
касается этой окружности в точке Тогда угол между
прямыми а и АВ равен половине дуги АВ.Обратно: если угол

между прямыми а и АВ равен АВ/2, то прямая а касается этой
окружности в точке А.

Упражнение 10. Докажите лемму 1.

Лемма 2. Если М - точка внутри выпуклого четырехуголь-
ника АВСВ такая, что АСМВ = АМАВ + АМВС(рис. 11), то
окружности АМВ и СМВ касаются в точке М.

Доказатедшство. Возьмем внутри угла СМВ точку К такую,
что АКМВ = 4МАВ н 4КМС = АМВС (по условию леммы,
это можно сделать). Так как ДКМС = АМВС = СМ/2, то, по
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лемме 1, окружность СМО касается
прямой МК в точке Точно так же
т{КМВ = АМАВ = ВМ/2, и окруж-
ность МАВ касается прямой .МК в
точке М.

А О Таким образом, окружности СМО
Рис 1, и ВМА касаются, так как КМ - их

общая касательная в точке М.
Доказательству теоремы о сегменте предпошлем некоторые

наблюдения. Отложим на сторонах треугольника АОВ точки На
и Нд такие, что ОМ, = ОМЬ. Пусть 1 - центр окружности ї,
причем ААМІ = ДМЬВ = а < < 1:/2. Пусть У - вторая точка
пересечения окружиостей АІМ, и ВНЬІ (рис.12). Поскольку
АІМ,В = 41 \/В (как углы, вписанные в окружность ВІЧЬІ ) и,
аналогично, 4/1Н,І = ААУІ, получаем, что АА\/1Ё,= 211. Если
теперь провести окружность АВУ, окажется, что АВ = 401, т.е.

величина дуги АВ не зависит от
0 В выбора точек А и В.

Ы Ф Нам осталось положить ср = 40:
и доказать такое утверждение: если

А 4АНдІ = ДІА/,,В = єр/4, то окруж-
ность, касающаяся АО и ОВ в
точках На и Нд, касается окруж-

рдс_ 12 ности 0) 6 точке У.
Теперь мы можем завершить до-

казательство теоремы 2. Из ранее сказанного следует, что точка
У лежит на окружности со. Осталось доказать, что окружность
МПУМЬ касается прямых а и Ь и окружности со.

Все дальнейшее основано на подсчете углов, чем мы сейчас и
займемся.

Прежде всего, АОМЬМ, = АО1\'_,Ы,, = (1: - 4АОВ)/2. С другой
стороны, Д'\',,\/На = 211: - 411/М, - 411/На = 4ІАІ\Га+ 4М,,ВІ=
= (ДОВА + АОАВ)/2 = (тв-ААОВ)/2. Итак, ДОНЬМ, =
=.СМ,,\*'т\'и = 4М,,.\ҐаО, и, по лемме 1, окружность МаШ'\',, касается
прямых ОА и ОВ в точках На и 1\.',, соответственно.

Для доказательства касания окружиостей ,'\!а\/М, и со доста-
точно убедиться в том (лемма 2), что

В с

О

41/мам, + кв/1 1/ = квт/~,,. (1)
Прежде всего зачегши, что

(НАУ = ДВА! + АІАУ.
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дм/ = дну = мну - мну = мну/ -гр/4. --
Поэтому

кв/ту = мну/ - Ф/4 + явно/2. (2)
По лемме 1, В

41/Нам, = 41/1\ї,В. (З)

Поэтому левая часть равенства (1) с учетом (2) и (З) оказывается
равной

41/н,,в + мну/ - Ф/4 + вло/2. (4)
Наконец.

Четырехугольники МД/ІА и МД/'ІВ - вписанные (каждый
- в свою окружность), следовательно,

мну/ = 1: - 41/м, 41/н,,в = 1: - двп/,
НО ТОГДЗ

мну + 41/н,,в = 21: - 41/тя - двп/ = мтв,
откуда следует, что выражение (4) равно ААІВ - ср/4 + ВАО/2=
=1с - ср/4 - 4ОВА/2, т.е. совпадает с правой частью равенства
(5), что и требовалось.

Теорема о сегменте доказана.
Упражиеъше 11. Проведите самостоятельно все рассуждения для

остальных случаев.
В следующих упражнениях речь Идет о произвольном криво-

линейном треугольнике АВС, состояшем из отрезков СА и СВ и
дуги АВ некоторой окружности.

Упражнения
12. Впишите с помощью Цнркуля и линейки окружность в данный

криволинейный треугольник АВС. Всегда ли это возможно?
13. Вписанигья окружность криволинейного треугольника АВС каса-

ется его дуги АВ в точке У. Докажите. что биссектриса угла АУВ
проходит через центр окружности, вписанной в (обычный) треугольник
АВС.

14. Вписанная в криволинейный треугольник АВС окружность
касается стороны АС в точке М и дуги АВ в точке У. Докажите, что
окружность М І/А проходит через центр вписанной окружности (обыч-
ного) треугольника АВС.
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15. Дан треугольник АВС (обычный). Окружность, впнсанная в
угол С, касается изнутри окружности АВС в точке М . Т - середина
дуги АВ. содержащей точку С,'І - центр вписанной в треугольник
АВС окружностиудокажите, что точки І, Т, М лежат на одной
прямой.

Доказательство теоремы Фейербаха

Мы увидим, что теорема Фейрбаха является частным случаем
доказанной нами теоремы, точнее - тем ее случаем, когда (см.
формулировку теоремы о сегменте) угол между прямыми а и Ь
равен (21: - ср)/2.

Пусть А'В'С' - срединный треугольник данного треуголь-
ника АВС (рис.13), Н и М* - точки касания прямой ВС со

вписанными окружностями тре-
угольников АВС и А"В'С , соот-
ветственно, І' - центр вписанной
в треугольник А'В'С окружнос-
ТН.

Докажем, что впнсанная окруж-
ность треугольника АВС касается
окружности А'В'С' (т.е. окруж-
ности девяти точек).

Рис. 13 Треугольиики САВ и СА'В' , а
значит и вписанные в них круги,

гомотетичны относительно С с коэффициентом 2 : 1. Следова-
тельно, СМ = 2СМ', а значит, С1\Г' = А/'Н, и треугольник СІМ'
равнобедренный.

Применим теорему о сегменте, положив ср = 2(к - 4АСВ).
имеем х*'в' = 21: - в"Ё4'= 21: - 24/гс'в* = 21: - гмсв

(4А'С'В' = 4АСВ, так как СВ'С'А' - параллелограмм). Итак,
А'В' = ср. Кроме того, АҐМС = = (21: - ср)/4 (так как треуголь-
ник ҐСН - равнобедренный, то 4І'МС = ДІСН = ААВС/2 =
= (21: - ср)/4, в силу выбора числа ср).

По теореме о сегменте, окружность со, проходящая через А'
и В' , для которой А'В' = ср (а это - окружность девяти точек),
должна касаться окружности, вписанной в угол АСВ и касаю-
щейся прямой СВ в точке М (ибо для точки Н верно равенство
41'МС = ( 21: - ср ) /4), т.е. вписанной окружности треугольни-
каАВС.

Заменив теперь в предыдущих рассуждениях слово «вписан-
ная›, получим то, что надо (имеются в виду вневписанные

гьч››_
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окружности треугольников АСВ и А'С'В' , соответствующие
вершине С). Тем самым теорема Фейрбаха доказана. , ан _

Заметим, что в первой части доказательства мы воспользова-
лись не всей теоремой о сегменте, а, так сказать, только ее
половиной, ибо теорема говорит о двух фиксированных окруж-
ностях, касающихся окружности св. Одна из них в данном
случае - это впнсанная в треугольник АВС окружность. А где
вторая? Ответ на этот вопрос дает следующее упражнение.

Упражнение 16. От остроутольного треугольника АВС прямой.
касающейся его вписанной окружности, отрезали равнобедренный тре-
угольник АКІ. с основанием АК (рис.14). Докажите, что впнсанная В
треугольник АКІ. окружность касается окружности девяти точек треу-
гольника АВС.

Так как такой етреугольничею можно отрезать от каждого из
трех углов треугольника АВС, то получаем уже не одну, а три
окружности, касающиеся окружно- В
сти девяти точек (почему, кстати,
три, а не шесть?)

А если похожую процедуру про- 1,
делать с вневписанной окружностью?

Упражнение 17. На продолжениях С
сторон ВА и СА остроутольного тре- А
угольника АВС за точку А взяли точки р,,с_ 14
М и Н соответственно, так, что прямая
ММ касается вневписанной окружности треугольника АВС, соответ-
ствующей вершине С, а треугольник АМН - равнобедренный с
основанием АМ. Докажите, что вневписанная окружность треугольника
АМН, соответствующая вершине М, касается окружности девяти точек
треугольника АВС.

Точки М и М можно было бы взять и на продолжениях сторон
АВ и СВ за точку В, и мы получили бы еще одну окружность,
касающуюся окружности девяти точек.

Упражнение 18. Пусгь вневшасанная окружность треугошэника АВС
касается продолжений сторон СА и СВ в точках К и Ь соответсгвенно. На
отрезке СК взята точка М, а на отрезке СІ. - точка М так, что прямая ММ
касается той вневписанной окружноспт, и треугольншс СММ - равнобедрен-
ный с основанием СМ . Докажите, что впнсанная в треугольншс СММ
окружность касается окружности девя-пт точек треугольника АВС.

Упражнения 17 - 18 каждой вневписанной окружности
ставит в соответствие З окружности, касающиеся окружности
девяти точек. Так как вневписанных окружиостей у треугольни-
ка три, то получаем всего 9 окружностей.
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Пора считать. Сколько мы уже знаем окружностей, касаю-
Щихся окружности девяти точек?

Вписанная окружность, да 3 вневписанных. да 3 окружности
из упражнения 16, да 9 окружиостей из упражнений 17, 18 -
всего 16 окружностей.

Но и это еще не все!
Упражнение 19. Пусть Н - точка пересечения высот треугольника

АВС. Докажите, что треугольники АВС. АНС, АНВ и ВНС имеют
06ЩуЮ ОКРУЖІ-ІОСТЬ ДЄВЯТН ТОЧЄК.

Но каждый из перечисленных в упражнении 19 треугольни-
ков имеет свое множество из шестнадцати окружностей, касаю-
щихся окружности девяти точек, так что наша цифра учетверя-
ется: получаются 64 окружности, касающиеся окружности девя-
ти точек треугольника АВС!

В заключение поговорим о точках касания. В упражнениях
20 - 22 Р - точка касания окружности девяти точек треуголь-
ника АВС и его вписанной окружности.

Упражнения
20. Стороны треугольника А,В,С, параллельны сторонам треуголь-

ника АВС и касаются окружности девяти точек последнего (рис.15).
Докажите, что прямые А,/1, В,В.

В С,С пересекаются в точке Р.
21. Докажите, что окружности

девяти точек треугольников АІВ.
В!С, СІА пересекаются в точке Р.

) где І - центр вписанного круга
треугольника АВС.

А: 1 22. Пусть А', В' , С' - соответ-
р,,с_ 15 ственно середины сторон ВС, АС,

АВ треугольника АВС (вершины
перечислены против часовой стрелки). Докажите, что три прямые,
соединяющие цеъггры вписанных окружиостей треугольников АС'В',
В'А'С, С'ВА' соответственно с серединами дуг В"С' , А'В', С'А'
окружности девяти точек треугольника АВС, пересекаются в точке Р.

В заключение отметим, что теорема о сегменте имеет, по-
видимому, еще множество интересных следствий. В формули-
ровке теоремы есть два свободных параметра - угол О между
прямыми а и Ь и угол ср. Мы рассмотрели лишь два частных
случая: ААОВ = ср/2 (упражнения 4 и 5) и ААОВ =
= (211: - ср)/2(теорема Фейербаха).

Возможно, при других соотношениях между ААОВ и ср тоже
получатся интересные результаты. ”
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ВОКРУГ БИССЕКТРИСЬІ

И. Шарыгин
В этой статье собраны некоторые геометрические факты,

прямо или косвенно связанные с биссектрисой треугольника.
Среди них читатель найдет и несложные, но часто используемые
4леммы›, и более солидные и 'грудные «теоремы» и просто
красивые «задачи». Но мы не станем их никак классифициро-
вать, а просто будем нумеровать в порядке появления в статье.
УтверЖдения, которые приводятся в статье без доказательства,
автоматически включаются в число упражнений. Впрочем, и
имеющиеся в статье доказательства мы постарались изложить по
возможности лаконично, чтобы оставить читателям простор для
размышлений.

Это должен знать каждый

Напомним прежде всего некоторые общепринятые обозначе-
ния: АВС - данный треугольник, Ѕддс - его площадь, ВС = а,
СА = Ь, АВ = с, 2р = а + Ь + с, О и В - соответственно, Центр
описанной окружности и ее радиус, І и г - Центр и радиус
вписанной окружности. Кроме того, треугольник имеет три
вневписанные окружности, каждая из которых касается одной
стороны треугольника и продолжений двух других.сторон. Их
центры и радиусы будем обозначать, соответственно, Та, Іь, 1,,
та, ть, г,(І, - центр вневписанной окружности, касающейся
стороны ВС и продолжений сторон АВ и АС, га - ее радиус).

Все друпте обозначения будут разъясняться в соответствую-
щих местах.

(1) Пусть биссектриса угла А пересекает сторону ВС в
точке А,. Тогда

Ё = Щ = 2
А1С АС Ь °

(2) Пусть биссектриса внешнего угла при вершине А пере-
секает прямую ВС в точке Аг. Тогда

Ёіг=_1?34;=.єя,с нс ь:
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А (3) Ѕддс = рт.
В (4) Ѕлнс: = (Р _ а) 'аг-

- (5) Если М - точка касания впи-
санной окружности со стороной АВ, то
АМ = р - а. (Аналогично определяются
и другие отрезки, наноторые стороны
треугольника делятся точками каса-
ния со вписанной окружностью.)

' а (6) Если`М --_ точка касания внев-4;\І?
В

\ е писанной окружности с центром Іа с
` 7 прямой АВ-, то АМ = р.

І-~ 1* . (7) Вершины В и С лежат на окруж-
“ ности с диаметром Па; центр І. этой

окружности лежит на описанной ок-
ружности (рис. 1). -

Таким образом, центр вписанной окружности І обладает
следующим свойством: прямые АІ, ВІ и СІ (т.е. биссектрисы)
проходят через центры описанных окружиостей треугольников

ВІС, СІА, АІВ соответственно.
МЬ Верна и обратная теорема.

ъ (8) Если прямые АМ, ВМ и
` друг СМ проходят через центры опи-

санных окружиостей треуголь-

С

Рис. 1

*Ф ников ВМС, СМА и АМВ, то М
- центр вписанной окружности

п ' треугольника АВС.
В самом деле, пусть Ма, М,,,

і, М, - точкипересечения прямых
Рис 2 М АМ, ВМ и СМ с соответствующи-

' С ми окружностями, отличные от М
(рис.2). Тогда ММ,, ММ,, и ММ,

-- диаметры этих окружностей, поэтому М,А, М,,В и МСС -
высоты треугольника МПМЬМҐ. Отсюда получаем (ВАМ =
=4ВМ[.М = 90” - ДВМЁС = ДСМЬМ = АСАМ , т.е. Млежит на
биссектрисе угла А и, аналогично, на биссектрисах углов В и С.

Расстояния между центрами
«замечательных окружностей›

(9) 012 = гг* - гкцфьрнум эалгра).
(10) 012=я2+2н1;,. '
(11) 112 = 4я(›;, -г).
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Для доказательства первых двух формул напомним, что
если М и Н - точки пересечения произвольной прямой,
проходящей через данную точку Р, с окружностью радиусом К

а) М 6) М

Рис. 3

2 %

с центром О, то РМ- РН = В: - ОР2. (Это вытекает из
подобия треугольников РММ' и РММЦ где М' и Н' - точки
пересечения прямой ОР с окруж-
ностью; рис.З, а и 6). Отсюда сле- д
дует, что те” - от* = тя-11., где 1.
- точка пересечения биссектрисы
угла А с описанной окружностью
(рис.4). Но ІА = г/зіп(4А/2), а
ІІ. = ЬВ = 2К $іп(АА/2) по утвержде-
нию (7), поэтому На - 012 =2Вг.
Аналогично, 012-к* = 1,1.-1,,/-1 =
=2Кзіп(4А/2211,/зіп(4А,"2) = 25215.

, _

`_
Наконец, ІІ =(2ІІ.)- (І,_.А - ІА) =
= ° 54 . ..__....і'3Ґ = _4Нз1п 2 _ 44 412 т).

з1п--2-
(12) Точки, симметричные цент- Рид 4 а

рам вневписанных окружиостей от-
носительно центра описанной окружности, лежат на окруж-
ности радиусом 2К с центром І.

и-к д"'І

Два экстремальных свойства центра
вписанной окружноспа

Возьмем внутри треугольника АВС произвольную точку М.
Существует довольно много неравенств, касающихся расстояний
от этой точки до вершин треугольника. Мы рассмотрим два таких
неравенства, имеющих отношение к теме статьи.

(13) Обозначим через А, точку пересечения прямой АМ с
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описанной окружностью. Тогда

ВМ-СМ
-Т”-ї--22Ґ.

(14) АМ зіп АВМС + ВМ зіп ДСМА + СМ зіп ААМВ Ѕ р.
В обоих случаях равенство достигается, если М совпадает

с І - центром вписанной окружности.
Допустим, что наименьшее значение выражения /(М) =

= стоящего в левой части неравенства (13). достига-
І

ется в некоторой точке М внутри треугольника АВС. Мы
покажем, что М = І. А поскольку /'(1) = 2г (это следует,
например, из подобия прямоугольных треугольников ВЦ) и
І,ІС на рисунке 4), отсюда будет вытекать, что если КМ)

принимает свое наименьшее значе-
ние внутри треугольника АВС, то
/`(М) 2 2г. Выделенное предположе-
ние является нетривиальным и очень
существенным. Мы обсудим его не-
сколько позже. ,

Опишем около треугольника АМС
окружность (рнс.5). Все треуголь-

В ники СМА,, получающиеся при пе-
А, ремещении точки М по ее дуге АС,

рт- 5 подобны между собой (почему?),сле-
довательно, отношение СМ/А,М бу-

дет для них одним и тем же. Поэтому, если М - точка минимума
величины /(М), прямая ВМ должна проходить через центр
окружности, описанной около треугольника АМС, иначе мы
могли бы уменьшить ВМ, оставляя постоянным отношение
СМ/АІМ . Пусть теперь В, и С, - точки пересечения прямых
ВМ и СМ с окружностью, описанной около треугольника
АВС, тогда, как мы видели при доказательстве формулы (9).
МА-МА., = МВ-МВ, = МС-МС, и потому

А

ВМ-СМ СМ-АМ АМ-ВМ
дм в,м с,м '

Следовательно, прямые АМ и СМ также должны проходить
через центры окружностей, описанных около треугольников
ВМС и АМВ соответственно, и в силу (8) точка М - центр
вписанной окружности треугольника АВС.
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Вернемся к вопросу о достижении наименьшего значения функцией
[(М). В анализе доказывается, что непрерывная числовая функция,
заданная на отрезке, обязательио принимает в некоторых его точках свое
наибольшее и наименьшее значение. Аналогичная теорема верна н для
функций нескольких переменных, например для функций на плоскости:
в частности, функция, непрерывная на многоугольнике, всегда достига-
ет на нем наибольшего и наименьшего значения. Однако к нашей задаче
эта теорема непосредственно неприменнма - функция [(М) не опреде-
лена в вершинах треугольника АВС. Более того, ее даже невозможно
доопределить в точках А, В, С так, чтобы она стала непрерывной на всем
треугольнике (включая граннцу)! Но если отрезать от треугольника
уголки, мы получим шестиугольник, на котором наша функция уже
будет непрерывна н, следовательно. достигает наименьшего значения.
Можно показать, что вблизи границы треугольника [(М) >2г. Поэтому,
если отрезаемые уголки достаточно малы, наименьшее значение /`(М) на
шестиугольниках, а значит, и на треугольнике, достигается при М = І
и равно 2г.

Рассмотренное доказательство неравенства (13) относят к
косвенным, в отличие от так называемых прямых, когда непос-
редственно доказывается, что (в нашем случае) /(М) 2 /(І)
для всех точек М внутри треугольника АВС. Косвенные дока-
зательства нужно проводить с извест- А
ной осторожностью, потому что на-
ибольшее или наименьшее значение
функции достигается отнюдь не всег-
да. За примером далеко ходить не
надо: сама функция /(М) не принима-
ет своего наибольшего значения; чита-
телю предлагается доказать, что /(М)
< 1, где 1 - длина наибольшей сторо- С В
ны треугольника, для всех точек М
треугольника АВС (кроме, конечно,
вершин). причем величина /(М) мо-
жет быть сколь угодно близка к 1.

Перейдем к доказательству неравен-
ства (14). Оно тоже будет косвенным: АЗ
мы покажем, что точка максимума М Рис. 6
левой части этого неравенства (если она
существует!) совпадает с І.

Опишем около треугольника ВМС окружность и продолжим
отрезок АМ до вторичного пересечения с ней в точке Ад (рис.6).
Применим к четырехугольнику ВМСА2 теорему Птолемея -
«сумма произведений противоположных сторон вписанного В
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окружность четырехугольника рав-
К' К на произведению его диагоналей›:

ВС'А2М.

Ґ- Эту теорему можно доказать, выра-
жая двумя способами площадь четы ре-
хугольннка: если КЬРО - вписанный
четырехугольник и хорда КК' парал-
лельна диагонали ЬО, то ЅШ,,_,= ,'›`,,.Щ,
(рис.7): в то же ` время 2Ѕ,д,_,,,д, =
= КР-1..0-зіпа, где сх - угол между
диагоналями КР и ЬО, а 2.Ѕ',,-д,,<_,=

= К'І.-1.Р$іп4К'ЬР+ К'О- ОР-зіп 4К'ОР == (КО- !.Р ++ КІ.-ОР)зіпос,
ибо АК'!.Р=с1 (см. рнс.7).

Рис. 7

Учитывая, что длины хорд одной окружности пропорцио-
нальны синусам опирающихся на них углов, получим

ВМ зіп ААІМС + СМ зіп ААІМВ = А,М зіп АВМС,
или

ВМ зіп ААМС + СМ зіп ДАМВ = АЗМ зіп ДВМС.
Сопоставляя последнее равенство с неравенством (14), ви-

дим. что левая часть неравенства равна АА, зіп (ВМС . Значит,
прямая АМ должна проходить через центр окружности, описан-
ной около ВМС, поскольку в противном случае, перемещая М по
дуге ВС, мы можем увеличить левую часть неравенства (14).
Дальнейшие рассуждения (в том числе и доказательство сущес-
твования точки максимума) проводятся так же, как н в задаче
(13).

Докажите самостоятельно, что если М совпадает с І, то
АА, зіп АВМС = р; для этого можно воспользоваться, например,
задачами (6) и (7) и тем, что АВІС = 90° + АА/2.

Когда подводит интуиция
Если у треугольника равны два «однотипных» элемента

(например, два угла или две медианы н т.п., то естественно
ожидать, что он будет равнобедренным. Среди задач на дока-
зательство утверждений такого рода издавна одной из самых
трудных счгггается так называемая задача Штейнера - Ле-
муса.

(15) Докажите, что если в треугольнике равны две биссек-
трисы, то треугольник равнобедренный.
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Эта задача широко известна', а вот следующая забавная
вариация на ту же тему почти неизвестна; даже среди любителей
геометрии. 'в -.,__ ~,\

(16) Про данный треугольник изеестнр, что треугольник,
образованныйдоснованиями его биссектрис, ,является равнобед-
ренным. Можно ли утверждать, что и данный треугольник
равнобедренный? - , _

Оказывается, утверждать это, вообще говоря, нельзя! Более
точно, пусть А,, В,, С, - основания биссектрис треугольника
АВС., Если А,В, = А,С,, а треугольник АВС --~н€равнобедрен-
ный, то его угол А тупой и соз4А лежит в интервале

[- -3,-;%-5-],_ что для самого угла А соответствует интервалу

(102°40';104°28') (значения в градусной мере приближенные).
Обратно, для етобого угла ос из этого интервала можно указать
единственный (с точностью до подобия) неравнобедренный
треугольник АВС с А = ос, для которого А,В, = А,С,. Подробное
решение этой задачи дается в книге И.Ф.Шарыгина «Задачи по
геометрии (планиметрия)› (М., Наука, 1982, с.157). К сожале-
нию, автор не сумел построить конкретный пример треугольника
(т.е. точно указать величины всех его углов или длины сторон)
со столь экзотнческим свойством. Может быть, это удастся
читателям? - ' = -

1.- ' "
І. \ _* І

_Еще11аадач е  

(17) Докажите, что биссектриса треугольника делит пополам угол
между радиусомописанной окружности и-высотой; проведенными из той
же вершины. '-

(18) Пусть- АА' - биссектриса треугольника АВС. Докажите
равенства . с

2м' = ьь ви*-ся* - і2ь°°°Ѕ(^/)._ _ Ь+с

(19) Докажите, что высоты треугольника служат бнссектрисами
треугольника. образованного их основаниями.

(20) Пусть М и М - проекции точки пересечения высот треуголь-
ника АВС на биссектрисы внутреннего и внешнего углов при вершине

1
' - 1

' История этой задачи н одно из решений (возможно, самое короткое)
приводятся, например, в книге Г.С.М.Коксетера и С.Л.Грейтцера
«Новые встречи с геометрией» (М., Наука, .1978), гл.1, 55.

59



А этого треугольника. Докажите, что прямая МН делит сторону ВС
пополам.

(21 ) Докажите, что сумма площадей трех треугольников, вершинами
каждого из которых являются три точки касания одной вневписанной
окружности со сторонами или продолжениями сторон данного треуголь-
ника, равна удвоенной площади этого треугольника, сложенной с
площадью треугольника с вершинами в точках касания вписанной
окружности с его сторонами.

(22) Пусть АА', ВВ" , СС' - биссектрисы треугольника АВС. І. и
К - точки пересечения прямых АА' н В'С' , СС' и А'В' соответственно.
Докажите, что ВВ' - биссектриса угла ЬВК.

(23) Пусть М и М - середины диагоналей АС и ВО вписанного
четырехугольника АВСБ. Докажите, что если ВВ - биссектриса угла
АНС. то АС - биссектриса угла ВМ0.

(24) В треугольнике АВС биссектриса угла В пересекает прямую,
проходящую через середину АС и середину высоты, опущениой на АС.
в точке М, М - середина биссектрисы угла В. Докажите, что биссек-
триса угла С является также и биссектрисой угла МСК.

(25) Через основания биссектрис треугольника АВС проведена
окружность. Рассмотрим три хорды, образованные при пересечении
сторон треугольника с этой окружностью. Докажите, что длина одной
из этих хорд равна сумме длин двух других.

(26) В треугольнике АВС на сторонах АВ и ВС взяты точки К и І.
так, что АК = КІ. = ЬС. Через точку пересечения прямых АЬ и СК
проведена прямая, параллельная биссектрисе угла В, пересекающая
прямую АВ в точке М. Докажите, что АМ = ВС.

(27) Дан вписанный четырехугольник АВСІ). Противоположные
стороны АВ и СВ при продолжении пересекаются в точке К, стороны
ВС и АВ - в точке І.. Докажите, что биссектрисы углов ВКС и ВЬА
перпендикулярны н пересекаются на прямой, соединяющей середины
АС и ВВ.



ов одной трудной геометрической задаче
Е. Куланин

Среди заданий по математике, предложенных на всесоюзном
конкурсе «Абитуриент-91› газетой «Поиск› (4- 10 января
1991 г.), была и такая геометрическая задача: «Окружность,
проходящая через основания биссектрис внутренних углов тре-
угольника, касается одной из его сторон. Верно ли, что этот
треугольник равнобедренный?›

Ответ на вопрос задачи отрицательный. Пример неравнобед-
ренного треугольника, удовлетворяющего указанному условию,
приведен в статье И.Шарыгина «Откуда берутся задачи?›
(«Квант› 3\Іё9, 1991 г.). В этом примере окружность, проходя-
щая через основания биссектрис А.А,, ВВ,, СС, треугольника
АВС, пересекает продолжения его сторон. Оказывается, это не
случайно. Справедлива следующая теорема,

Теорема 1. Если окружность, проходящая через основания
А, , В,, С, биссектрис треугольника АВС, касается одной из его
сторон и пересекает остальные стороны (а не их продолже-
ния! ), то такой треугольник - равнобедренный.

Утверждение этой теоремы является обратным очевидному
утверждению, что окружность, проходящая через точки А,,
В,, С, и пересекающая боковые стороны равнобедренного тре-
угольника АВС, касается основания этого треугольника. Так
что она может пополнить небольшую коллекцию обратных
утверждений, приведенную в статье «:Неожиданность обратной
задачи› («Квант› М2, 1991). Доказательство ее, по-видимо-
му, не менее сложно, чем доказательство знаменитой теоремы
Штейнера-Лемуса о том, что если две биссектрисы треугольни-
ка равны, то он равнобедренный.

ПОДГОТОВПТСЛЪННЄ РСЗУЛЬТЗТН

Прежде чем начать доказывать нашу теорему, напомним
некоторые факты, известные внимательному читателю журнала
«Квант».
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Теорема Чевы. Пусть точки А, , В,, С, лежат соответствен-
но на сторонах ВС, СА, АВ треугольника АВС (рис. 1). Для того
чтобы отрезки АА,, ~ВВ,, СС, пересекались ве одной точке,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

_-15 _ Ёі _ 21.51 _ 1
С,В А,С В,А _ '

(Отрезки А.А,, ВВ,, СС, называются чевианами.)

С с

А1
В, А,

Вс

в с' вА С, 44
Рис. 1 РИ0- 2

Теорема Менелая. Пусть точки А, и В, лежат на сторонах
ВС и СА треугольника АВС (рис.З), а точка С, - на продол-
жении стороны АВ этого треугольника. Для того чтобы А, , В, ,
С, лежали на одной прямой, необходимо и достаточно, чтобы

А<1..а1,..<:±є,-,
С,В А,С В,А `

В дальнейшем нам также понадобятся следующие леммы
(заметим, что каждая из них имеет и самостоятельное значение).

Лемма 1. Пусть АА,, ВВ,, СС, - чевианы треугольника
АВС, А,,, В,, С, - вторые точки пересечения окружности,
описанной около треугольника А,В,С, , соответственно со сто-
ронами ВС, СА, АВ треугольника АВС (рис.З), Тогда отрезки
АА2, ВВ,, СС, также являются чевианами треугольника АВС,

т.е. пересекаются в одной точке.
С Доказательство. Так как АА,,

ВВ,, СС, - чевианы треугольника
В: д, АВС , то по теореме Чевы

С ВА, СВ--- =1 (1)В А, /110
н, поскольку произведения секущих,

ЁЗЁ* -її
В проведенных к окружности из од-

*4 С, С; ной точки, на их внешние части
р,,с_3 равны, то АС,-АС,= АВ,-АВ,,
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ВА,-ВА., = ВС,-ВС,, СВ,-СВ, = СА,-ВА,. Перемножив поч-
ленно эти равенства, получим

лс,-нс, -ви,-ви, -св,~св, =яв,-кв,--вс,=вс, -с,4,.сА,,
ИЛИ

:ь МО св “іг- О
ь.,Яд _ОЁъсдО

_1Ш.ЁЁ1=1с,в А,С в, А,С в,х '
откуда, учитывая (1), найдем, что

& _ ви, _ св., = ,
._ с,в А,С В,А ° *

Лемма 2. Пусть СС, - биссектриса внутреннего, а СВ -
внешнего угла при вершине С треугольника АВС (рис.4). Тогда

_~і*2_&С'Ё_СВг

АВ_ї
Ъ'Ё"св° (3)

Доказательство этого факта можно найти, например, в школь-
ном учебнике геометрии (нли про-
вести самостоятельно).

с , В,, А,

А С, в 0 -4 С, В д
Рис. 4 Рис. 5

Лемма 3. Пусть А.А,, ВВ,, СС, - чевианы треугольника
АВС (рнс.5), В - точка пересечения прямых В,А, иАВ. Тогда

С =Шов*
Доказательство. Поскольку точки А, , В,, В лежат на одной

прямой, то по теореме Менелая
Ав,_ся,_дд_
дс дв ол'1 М)

_<'Ъ[-3Со

и по теореме Чевы

ї1.;і1ь.Ё=1_ (5)дв лс дл
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Перемножив почлеино (4) и (5), найдем, что

АВ! Ё- ЩЁ сЁ-,ЭА-1или С,В-ВВ., (6)

Лемма 4. Пусть прямые АВ и СВ, АО и ВС, содержащие
стороны описанного четырехугольника АВСВ, пересекаются

соответственно в точках М и
Н (рис.6). Тогда биссектрисыМ

гл вВМСиА!\/В пе пендик --=. Р еЫ М, Доказательство. Обозначимточки пересечения биссектрис

В `\-.._ углов ВМС и АМВ с описанной
С окружностью четырехугольни-

ка АВСВ соответственно через
М,, Мд, Н,, Нд, (см. рис.б), и
пусть угловые меры дуг ВМ,,

р,,,,_,_ 6 М М,С, СМ2, 19,0, ВМ,, М2А,
АМ, МВ равны соответствен-
но 01,, 01,, 01,, 01,, 01,,01,,, 01,, с1,,.

Если Р - точка пересечения прямых ММ, и ММ, то АМРЫ =
= (01, + 01,, + 01,, + 015)/2, но (РА/В = (013 - 01,)/2 = АРМА =
= (с1,, - 017)/2, т.е. ад - 01,, = 01,, - (17, или ад, + 017 = 01, + о1,,.
Аналогично, 01,, + 01, = 015 + 01,.

Сложив эти равенства, получим, что 013 + сх,+ 11,, + 0:2 =
=01_,+01,,+01,+01,.Итак, е1,+01,,+0:,+о,=(о,+01,+а,+
+ 01, + 01,, + сс, + 01, + 01,)/2 = З60°/2 = 180°, откуда АМРМ =
= 90°.

Доказательство теоремы 1

Приступим наконец к доказательству нашей теоремы. Пусть
окружность, проходящая через точки А,, В,, С,, пересекает
стороны АС и ВС неравнобедренного треугольника АВС в точках
В, и А,, и касается основания АС (рис.7). Тогда из леммы 1
следует, что отрезки АА,,, ВВ,, СС, - чевианы треугольника
АВС, а из лемм 2 и З - что В,А, , В,А, и АВ пересекаются в одной
точке Е), совпадающей с основанием биссектрисы внешнего угла
при вершине С (поэтому отрезки В,А, и В,А, не могут пересе-
каться внутри треугольника АВС, и точки В,, В, на стороне АС
расположены в том же порядке, что и точки А, , А,, на стороне
ВС). Проведем биссектрису ВР угла В,ВВ», и применим лемму
4 к вписанному четырехугольнику А,А2В,В,. Получим, что
АСРВ = 90°, но ДРСВ = 90°, как угол между бнссектрисами СС,
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и СВ смежных углов. Итак, ока-
залось, что из одной точкн В на Ъ *
прямую СС, опушены два пер- "
пенднкуляра. Полученное про-
тиворечие доказывает теорему.

Фактически мы доказали сле-
дующее более сильное утвержде-
иие: пусть в треугольнике АВС
отрезки АА, и ВВ, пересекают-
ся на биссектрисе СС,, тогда
если окружность, проходящая --
через точки А,, В,, С, касается Рис 7
стороны АВ и пересекает ос- '
тальные стороны треугольника
АВС (а не их продолжения), то этот треугольник равнобед-
ренный.

ъМшР̀ -2о
7

Ё!

Когда выполнены условия теоремы?

Выясним теперь, для каких треугольников окружность, опи-
санная около оснований биссектрис, не пересекает продолжений
их сторон. Покажем сначала, что если все углы треугольника
АВС меньше 120", то треугольник А,В,С,. вершинами которого
являются основания биссектрис треугольника АВС, остроуголь-
ный. Действительно, пусть в треугольнике АВС ААСВ < 120'.
К, Ь, М - основания перпендикуляров, опушенных из точки А,
соответственно на прямые АС, СС,,
АВ (рис.8). Тогда, поскольку
АКСВ > 60°, а АС,СВ < 60°, то В С
ДКСВ > .{С,СВ и КА, > І.А,, но 1 /1,
КА, = МА, , так как АА, - биссект-
риса угла САВ, поэтому МА, >
>1./1, и 2сс,л, < %2сс,в. Аналь-
гично, АСС,В, < %г1СС,А, откуда

1В,С,А, < %(4СС,В + 4СС,А) = 180°/2 = 90°. Итак, против

угла треугольника АВС, меньшего 120", лежит острый угол
треугольника А,В,С,.

Поскольку для нетупоугольного треугольника АВС попар-
ные суммы его углов с одноименными углами треугольника
А,В,С, меньше 180°, то вершины треугольника АВС лежат вне

Рис. 8

3 Приложение «Квантэ НИ 65
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описанной окружности треугольника А,В,С, , т.е. эта окружность
не пересекает продолжений сторон треугольника АВС. Из этого
факта н из теоремы 1 следует

Теорема 2. Если окружность, проходящая через основания
биссектрис внутренних углов нетупоугольного треугольника,
касается одной из его сторон, то этот треугольник -
равнобедренный.

Таким образом, неравнобедренный треугольник, у которого
указанная окружность касается одной из его сторон, обязательно
тупоугольный, причем точка касания лежит на большей стороне.

Окончательно прояснить ситуацию поможет следующий ин-
тересный факт, который мы приведем без доказательства':
окружность, описанная около оснований биссектрис некоторого
треугольника, высекает на прямых, содержащих стороны этого
треугольника, такие хорды, что одна из них равна сумме двух
других.

Поскольку в нашем случае окружность, описанная около
оснований биссектрис треугольника АВС, касается одной из его
сторон, то хорды, высекаемые этой окружностью на двух других
сторонах, равны. Предположим сперва, что рассматриваемая
окружность не пересекает продолжений сторон треугольника
АВС. Тогда АІА, = В2В, (см. рис.7) и вписанный четырехуголь-
ник А,,А,В,В, будет равнобочной трапецией.

С другой стороны, из леммы З вытекает, что если одна из
прямых А,В, и А,В, пересекает прямую АВ в точке В, то и вторая

пересекает АВ в той же точке.
Прямые А,В, и А,В, параллель-

С ны, это означает, что каждая из
них в свою очередь параллельна
основаниюАВ треугольника АВС .

В А: Итак, мы получили, что биссек-
триса СС, проходит через точку
пересечения диагоналей трапе-
ции АВА,В,, поэтому точка С,
совпадает с серединой стороны
АВ и треугольник АВС - равно-
бедренный (рис.9).

А Ст В В этом случае биссектриса СС,
Рис. 9 внутреннего угла при вершине С

В: Аг

' Идея доказательства содержится в указании к задаче 198 на с. 153
книги И.Шарыгина «Задачи по геометрии. Планиметрия› (М.: Наука,
1986).
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является осью симметрии равнобочной трапеции А,А,В,В,, осно-
вания которой параллельны биссектрисе внешнего угла при этой
вершине.

В случае, когда описанная окружность треугольника А,В,С,
пересекает продолжения сторон треугольника АВС, картина
меняется: хотя вписанный четырехугольник А,А,В,В, также
будет равнобочной трапецией (в силу равенства диагоналей А,В,
и В,А,,), основания этой трапеции параллельны внутренней
биссектрисе СС,, а осью симметрии трапеции А,А2В2В, является
внешняя биссектриса СВ. В этом случае внешняя биссектриса
СВ может быть непараллельна основанию АВ и поэтому тре-
угольник АВС не обязательно равнобедренный (рис.10).

В

В О
Рис. 1 О

Таким образом, из того, что окружность, описанная около
оснований биссектрис нетупоугольного треугольника АВС, каса-
ется одной из его сторон, следует, что этот треугольник равно-
бедренный. Если же точки А,, В,, С, совпадают с основаниями
медиан или высот произвольного треугольника АВС , то из факта
касания описанной окружности треугольника А,В,С, одной из
сторон треугольника АВС вытекает, что треугольник АВС рав-
нобедренный (как известно, основания медиан и основания
высот произвольного треугольника лежат на одной окружности
- так называемой окружности девяти точек этого треугольника,
поэтому если эта окружность касается одной из сторон треуголь-
ника, то одна из его высот совпадает с медианой, т.е. треугольник
оказывается равнобедренным).

В связи с этим естественно поставить следующий вопрос.
Пусть А.А,, ВВ,, СС, - произвольные чевианы треугольника
АВС и окружность, проходящая через точки А,, В,, С,, касается
одной из сторон этого треугольника. Для каких треугольников
АВС из выполнения данного условия будет следовать их равно-
бедренность? Мы уже установили, что если точки А,, В,, С,
совпадают с основаниями высот или медиан произвольного
треугольника АВС, то выполнение указанного условия влечет
равнобедренность треугольника. Если же точки А,, В,, С,
являются основаниями биссектрис треугольника АВС, то при
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выполнении данного условия равнобедренными будут по край-
ней мере нетупоугольные треугольники АВС.

Рассмотрим теперь вписанную окружность треугольника АВС.
касающуюся его сторон в точках А,, В,, С,. Поскольку АВ, =

= АС,, ВС, = В/1,, СА,= СВ,, то

С Асъ.ВА1.СВ1=1
ЦВ АС ЦА '

н по теореме Чевы отрезки АА,. ВВ,,
СС, пересекаются в одной точке
(рис.1 1). Итак, впнсанная окружность

в А1

А С В треугольника АВС проходит через
Рио И ' основания А, , В,, С, чевиан АА1. ВВ,.

СС, треугольника АВС и касается
всех его сторон в тех же точках А,, В,, С,. Так как вписать
окружность можно в любой треугольник, то касанне окружнос-
ти, описанной около оснований чевиан треугольника АВС, со
сторонами этого треугольника может в общем случае не накла-
дывать никаких ограничений на треугольник АВС.



О ЗАДАЧЕ МАЛЬФАТТИ

В.Белвнысий, А.3аславский т
Однажды летом в деревне за вечерней беседой мы придумали

задачу, постановка которой была очень простой и, как показа-
лось вначале, решение тоже не должно было вызвать особых
затруднений. Однако нам потребовалась целая неделя, чтобы
справиться с ее решением. Оно оказалось столь изящным, что мы
захотели познакомить с ним чита-
телей <Кванта›. С

Позже мы узнали, что стол- ї
кнулись с некогда знаменитой, `
сейчас почти забытой задачеи ц
итальянского математика Маль- ' В
фатги, опубликованной еще в 1803
году. Вот эта задача.

Дан треугольник АВС. Требу- Рид,
ется построить три окружнос-
ти так, чтобы каждая из них касалась двух других окружнос-
тей и двух сторон треугольника (рис. 1).

НСННОГО І-ІОТОРІІІІ

Сам Мальфатти опубликовал алгебраическое решение этой
задачи без доказательства, сообщив лишь, что полученные им
формулы являются результатом весьма сложных и громоздких
вычислений.

В 1826 году чисто геометрическое решение задачи Мальфа-гги
(и тоже без доказательства) дал Я .Штейнер - один из крупней-
ших геометров прошлого века. Затем к ней возвращались не раз.
В частности, в 1874 году Шретер дал доказательство решения
Штейнера.'

' Эти сведения получены из замечательной книги А.Адлера «Теория
геометрических построенийь, изданной в 1924 году в Одессе издатель-
ством 4Ма1:І1еэі5›.
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Из публикаций нашего времени отметим подробное решение
задачи Мальфатти в книге Д.О.Щклярского, Н.Н.Ченцова и
И.М.Яглома «Избранные задачи и теоремы математикт, ч.2
(планиметрия).

Впрочем, занимаясь этой задачей на отдыхе, в отрыве от книг
и библиотек, мы всего этого, к счастью, не знали. И вот что мы
придумали.

Первый этап. Редукшія к системе уравнений

В треугольнике АВС на рисунке 1 круги с центрами 0,,, 0,,
и ОС и радиусами г,,, тд, гс соответственно удовлетворяют
условию задачи.

Существование и единственность решения следуют из очевид-
ных соображений непрерывности. Будем считать, например.
круг с центром 0,, ведущим, а два других подстраивать под него,
вписывая их в углы В и С так, чтобы они касались ведущего.
Сначала придадим радиусу г,, максимально возможное значение,
при котором круг становится вписанным в треугольник АВС, при
этом круги с центрами 0,, и ОС разъединены и их радиусы
минимальны. Теперь, как в мультфильме, будем постепенно
уменьшать г;,, приближая центр 0,, к вершине А; тогда центры
0,, _и 0,- других кругов будут удаляться от своих вершин,
двигаясь вдоль биссектрис, а их радиусы будут увеличиваться,
т.е. эти круги будут двигаться, сближаясь друг с другом и
расширяясь. Ясно, что в какой-то момент они придут в соприкос-
новение, и этот момент определяется однозначно. '

Однако найти радиусы кругов в общем случае не так просто.
Чтобы читатель сразу осознал нетривиальность решения, приве-
дем наш ответ. Радиус круга с центром 0,, дается формулой

г,, = ;`%$іп2(\|:/2-гра); (1)

здесь, как обычно, Ѕ и р = (а + Ь + с)/2 - площадь и
полупериметр данного треугольника со сторонами а, Ь и с, а
цп = ср, + (р,, + ср, - полупериметр сферического треугольника,
составленного из дуг больших кругов, равных (в радианном
измерении) 2єр,,, 2єр,,, 2<р,, где

(ра = агсзіп,/а/р,

Ф, = агсзіп,/Ь/р , (2)
ср, = агсзіп,/с/р.
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(Отметим, что Ѕ/(р - а) - это радиус окружности, вневписан-
ной в угол А треугольника АВС.)

Выразим условие касания кругов, примыкающих к одной из
сторон, например, к стороне АВ = с (рис. 1 ). Пусть Ь и М - точки
касания кругов с центрами 0,, и 0,, с этой стороной. Тогда
ЬМ = 2,/г,,г,,. Ь

Упражнение 1. Докажите это.

Так как АВ = АЬ + ЬМ + МВ, получаем соотношение (оп и
В - половины углов А и В соответственно)

г,,сс3о: + 2,/г,,г,, + г,,сІ:3В = с. (* )

ВВЄДЄМ ПОЛОЖИТЄЛЬНЬІЄ ПЄРЄМЄННЫЄ

и = ,/т,,сі:3о:, 0 = ,/г,,сІ:3|З.

Тогда условие ( * ) перепишется в
ВНДЄ

и* +2ио,/1:3о:І:3В +02 = с. (Н)  

Из рисунка 2 видно. что Р'“ і
,А д'±3о:=-,;%.±3В=Ё. д Р-0

Рис. 2
Вспоминая еще формулы для

площади треугольника: 5 = рт, где г - радиус вписанного круга,
и

5 = \/Р(Р-0)(Р-Ь)(Р- 0)
(формула Герона). находим

1,О П
вЁ-

_. г* = 5* =р-С“*°“*'*'<р-«хр-Ь) »кр-«хр-Ь) Р*
После подстановки в уравнение (** ). окончательно получаем

и2+2ио,,1--%+ъ›2 =с.

Введя еще обозначение гс- = ,/1; сЬ3у , где 7 - половина угла
С, и эаписывая аналогичные уравнения для сторон Ь и с,
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приходим к системе уравнений

и2+2ис›*1-Ё+о2=с,
Р

ч Р
Ё:ь~2+2шо1--+:е2=а, (3)

и.~2+2а:›иІ1-%+и2=Ь

с тремя неизвеспіыми и, 0, ив.
Этим заканчивается первый этап решения. Исходная геомет-

рическая задача сведена к алгебраической системе (3), имеющей
симме-гричную циклическую форму. Но как решать эту систему?
Прямыми методами, св лоб», может быть и удастся пробиться,
но уж очень громоздко...

Второй этап. Назад к геометрии
Рассмотрим числа и, 0, Ш как длины некоторых отрезков.
Если еще правые части уравнений заменить квадратами

«отрезков› длины с, = ~/Е, а. = ~/-ст, Ь, = \/Ь. то каждое
уравнение будет выглядеть как «теорема косинусов› для некото-
рого треугольника. Сформулируем по этому поводу простую
лемму:

Лемма 1. Для того чтобы из трех отрезков х, у, 2 можно
было составить треугольник, необходимо и достаточно, что-
бы они были связаны соотношением

х2 - 2аху+ у2 = 22.

в котором коэффициент а удовлетворяет условию < 1 _ При
этом угол 0, противолежащий стороне 2, будет равен 0 =
= агссоз а.

Упражнение 2. Докажите эту лемму.
Итак, вернемся к нашей системе, которая выглядит теперь

так:

и2+2иоІ1--+02 =сЁ,

т›2+2ою1--+ш2=12› (3')

и:2+2и›иІ1-%+и2=ЬЁ.

Ши.
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Если (и, 0, св) - ее положительное решение, то первое уравне-
ние задает треугольник А, со сторонами и, о, с,= ~/сп и тупым
углом, противолежащим стороне \/Ё , равным

Э, = агссо$(-,ІІ - с/р) = 1: - при

где <р,,= агссоз,/1 - с/р = агс$іп,}с/р (поскольку він* єр,+соз2 <р,=
= 1). .

По теореме синусов, радиус круга, описанного около треу-
гольника Ас, равен

В = с,/2зіп6, = (4)

Аналогично определяются треугольники А,, и А,,, задаваемые
вторым и третьим уравнениями системы (З'). и углы 0,, = 1: -
- ср,,, 0,, = я - єр,,. Замечательно, что В не зависит от с. Так что
мы доказали следующую основную для дальнейшего лемму:

Лемма 2. Радиусы описанных окружиостей всех трех тре-
угольников А,,, А,,, А, равны К = \/р/2.

Упражнения
3. Докажите, что отрезки сдлинами а, = \/Ё . Ь, = 15 . с, = \/Ё всегда

образуют остроугольный треугольник д.
4.докаж1гге.Чт°Ф.+ч›ь+Ф. < И-г0.+°ь+0.> 2*-И

следовательно, из треугольников д , А,, ль, А, нельзя сложитъ тетраэдр.

На этом заканчивается второй этап решения.

Третий, заншочнтельннй этап

По лемме 2, все три треугольника А,,, А,,, А, могут быть
вписаны в круг радиусом В = ,/Б/2, и мы будем рассматривать
все отрезки - и, 0, го, а_, Ь_, с, как хорды этого круга. Заменим
их соответствующими дугами й, д, сд, 5,, Ь,, Е.. Под дугой,
соответствующей хорде х, мы пронимаем меньшую из дуг,
стягиваемых этой хордой. Пусть 2 - угловая мера такой душ.
Тогда, очевидно, х = 2К$іп%, а 2 = 2агс$іпЁ. Вписывая

тупоугольные треугольники А,,, А,,, А, в круг с радиусом К,
увидим, =гго

й+д=д, =2<р,,
д+йЪ=с1=2<р,,, (5)
ш+и-Ь, -2ср,,.
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-5; Итак, от системы квадратных уравне-
___ йа ний (3) введением новых переменных и ,
И

И 6 , :Е~ мы перешли к системе линейныхС / уравнений!__ . Ґ.
чь І

Ґ_. _/7 Замечание. В соотношениях (5) мы
“О уверенно пишем знак +, поскольку треу-

гольник А, - тупоугольный с тупым
углом 0, =п - Ф, против стороны с,

Р"°' 3 (рис.З).
Сложив эти три уравнения, получаем

й=ч,_аат

а=ь-д. (Ы
Ф=ш-д,

где \|1 = ср, + ср, + ср, __- чполуперимет-р› 4треугольника›,
составленного из дуг а,, Ь., с,.

Осталось записать ответ. Имеем

и = 2Взіп% = `/рзіпё,

но тогда 13, = и2±3оп = -щен? Ё, т.е.р-а 2 _
5 . -" 5 . -Ь.Гд=Г;ЅІП2%, !'В=ЁЅ1П2%,

5 0.ГС = ЁЅІП2 %- _

Напомним, что здесь Е,/2, Е,/2 - это арксинусы ,/а/р,
,/1%, 1%; \|: - ихсумма.

Итак, мы решили систему (З). Однако исходная задача была
сформулирована как задача на построение. Что же, полученные
формулы (7) позволяют построить отрезки г,,, г,, и г,_- циркулем
и линейкой.

Единственное, что здесь может вызвать сомнение - это
ПОЯВЛЄНИЄ В НЗШНХ ФОРМУЛЗХ ТЗКИХ ВЄЛИЧИН, КЗК Л,

ОДНЗКО ЕГО НЄТРУДНО РЗССЄЯТЬ. ДОСТВТОЧНО ВЗЯТЬ ПРОНЗВОЛЬНЫЙ

отрезок е в качестве единицы длины. Тогда а, = \/ае , р, = ,/ре,
К = р,/2 будут уже настоящими отрезками (а угловые ветачины
дуг -а арксинусы их отношений - уже не зависят от выбора
единичного отрезка е).
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Упражнение 5. Опишите построение отрезков с помощью Цнркуля
и линейки по формулам (7).

Конечно, от формул (7) можно перейти к обычным алгебра-
ическим формулам, содержащим вместо тригонометрических
функций довольно громоздкне радикалы.

Упражнение Б (для любителей алгебры). Напишите такие выраже-
ния и попробуйте проверить, что они дают решение системы (З).
(Конечно. зная ответ, можно попробовать решить систему (З) чисто
алгебраически и прийти к этим формулам.)

Вместо «лобового› построения отрезков г,,, тд, гс по форму-
лам можно предложить и более изящное. Вспомним геометричес-
кую интерпретацию решения (6) линейной системы трех уравне-
ний (5) (рис.2): треугольник с длинами сторон а, Ь, с, величины
р-а,р-Ь,р-с - этоотрезки
сторон от вершин до точек каса- О С_
ния со вписанной окружностью. `
Этот факт, основанный только ` 4
на соображениях симметрии, ве-
рен и для криволинейного стре-
угол_ьника›, стороны которого
д_, Ь, , Е, - дуги одного радиуса; `
на этом основано следующее пос- д
троение (рис.4). С

Пусть на сторонах а., Ь,, с,
треугольника А = А,В,С, , как на
хордах, построены сегменты с радиусами В = \/Б/2, обращенные
внутрь А; 0,, О,,. О, - центры соответствующих кругов. Тогда
Центр О описанного круга треугольника О,,О,,О, будет также
центром «вписанного› круга, касающегося дуг сегментов (в
точках Та, ТЬ, 7,, лежащих на пересечении дуг с отрезками 00,,
00,, 00, ), а расстояния от этих точек касания до концов дуг
равны и, 0, Ш:

1Ё\'ЁЁ
Рис. 4

11.71. = /1.71 = и.
В,7:, = ВД; = 0, (8)
С,7;, = С_7;, = то.

Упражнение 7. Докажите правильность этого построения и его
осуществимость (т.е. факт, что О лежит вне секторов О,А,В_, 0,В,С,,
Оь/\.С.).
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Стереометрнческая интерпретация и новые вопросы

Можно пойти дальше: выйти в пространство и составить из
трех секторов рисунка 4, сведя их центры 0,, 0,, 0, в одну точку
О, трех-гранный угол - тогда три д_уги секторов станут сторона-
ми криволинейного треугольника А, лежащего на сфере радиу-

Р сом В с центром 0; при этом их точки
С. С Та, 72,, 72 будут точками касания
` вписанного__в А круга (рнс.5). Если

' І вершины А обозначить, как и на
рисунке 3, через А,, В, и С, ,то будут
по-прежнему верны равенства (8).

Разумеется, углы секторов на
Ф_, рисунке 4, как и плоские углы трех-

В.
гранного угла с вершиной 0, равны
4А_0В, = 2<р,, 4В,0С, = 2<р,,,
4С,0А= 2єр,,.

Рид 5 Упражнение 8. Докажите, что каж-
дый из трех углов <р,, фь. ср, меньше

суммы двух других и. значит (с учетом упражнения 4), из углов ф 2ср_,,
2ср,,. 2<р, можно составить трехгранный угол. _

Теперь мы объяснили слова ссферический треугольник»,
появившиеся в ответе (1). (2), анонсированном в начале статьи.

На этом можно было бы поставить точку. Но, оказывается, в
сферической интерпретации можно обнаружить более глубокие
связи с системой уравнений (З) и породившей ее задачей
Мальфа-гги. Мы ограничимся здесь некоторыми наблюдениями
и оставляем читателям возможность подумать над ними, не
формулируя точных теорем и упражнений (тем более что
некоторые из поставленных вопросов далеко не просты).

Заметим, что плоскости построенного нами трехгранного
угла с Центром 0 делят сферу на 8 треугольников: один из них
- это наш А = А,В,С,, три других примыкают к нему по
сторонам (а еще четыре симметричны относительно точки 0).
Расстояния от точек касания вписанной окружности до вершин
на соответствующих сторонах по дугам равны Е = \|: - д,, 5 =
= Ч: - Ь, , ід = \|1 - 5,, а соответствующие им расстояния «по
хордам› дают, как мы знаем, тройку (и, 0, гс) положительных
решений системы (З). Легко найти и сдуговыеь расстояния от
вершин А,, В,, С, до точек касания с окружностями, вписанны-
ми в три соседние с А треугольника (подобно тому, как
находятся расстояния от вершин обычного треугольника с точ-
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ками касания вневписанных окруж-
ностей, рис.б): они составляют три С Р
тройки В

(\м~-аки-5.). (чт-г..\т.ч1-г.). Р
Га

(ч-5..ч-г..у)- Р"Ь
Вернемся к системе уравнений (3).

Она может иметь максимум 8 реше-
ний; оказывается, они действительно Рис. 6
существуют, причем, кроме (и, о, со), еще три решения имеют
вид

(-г,и,о), (:о,- г,и), (о,:о,- 2), (9)

где 2 = \|1, т.е. соответствуют тройкам расстояний «по хордам›
до точек касания - только расстояние до «далекой› точки 2
берется со знаком минус (а еще четыре решения получаются из
этих сменой знаков).

Не правда ли, в формулах (9) заложена впечатляющая
циклическая симметрия! Можно ли заподозрить что-либо подоб-
ное в такой, например, системе:

*Чат
и2+ -ио+:›2=40,

и2+- ои›+ш2=45,

ь-ь'Ч|РІ~Ь;.ш2+--и›и+и2=1З?
'°-І

(Проверьте, что она имеет каноиический вид (3), или попытай-
тесь решитъ ее, не применяя нашего метода. Кстати, стороны
треугольника АВС на рисунке 1 примерно соответствуют правым
частям этой системы.)

Заметим здесь, что наш метод может быть применен к системе
вида (З), в которой параметр р не обязан быть полупериметром,
а может быть произвольным числом, при котором система имеет
смысл, т.е. р > птах (а,Ь, с); в свою очередь, правые части не
обязаны быть сторонами треугольника. (Если все же р -
полупериметр, то выполняется соотношение созгфа + сов: ср, +
+ соз2<р, = 1, которое означает, что ф,,, <р,,, ср, можно рассмат-
ривать как углы, образованные некоторым вектором в простран-
стве с осями декартовой системы координат. Мы эту возмож-
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ность не использовали, но, может быть, она открывает какие-то
новые подходы.)

Но и это еще не все! Каждое из решений (9), оказывается,
тоже имеет интерпретацию в терминах исходной задачи Маль-
фатти. В первоначальном ее понимании мы подразумевали, что
круги лежат внутри треугольника и, если считать их обращенны-
ми «лицом к вершинам›, касаются друг друга азатылкамиъ. Но
можно рассмотреть и случай, когда (касаясь тех же сторон или
их продолжений) круги касаются друг друга «лбами›; и оказы-
вается, что для вычисления их радиусов в этом случае нужны как
раз «побочные» решения (9) системы (З). (При этом в соотно-
шении ( == ), с которого начался вывод уравнения (Н) системы,
некоторые отрезки надо брать со знаком минус.)

Впрочем, задача Мальфатти в самом общем виде: найти
тройку кругов, в которой каждая пара касается друг друга и
одной из трех данных прямых, - имеет значительно больше
решений, так что для их описания понадобится не одна, а
несколько систем, подобных (З). Попробуйте выяснить, сколько
же всего решений у этой задачи, как их разумно расклассифици-
ровать. Мы попросили художника построить на компьютере
столько различных схем расположения этих кругов, сколько
СМОЖЄТ ПОМЄСТНТЬСЯ На ОСТЗВШЄЙСЯ ЧЗСТН СТРЗНИЦЫ, НО ВСС ЛИ

СЛУЧЗИ ЗДЄСЬ ПОКЗЗЗНЫ, РЄЩЗТЬ ВЗМ.

1%* е д



ОДНОЙ ЛИНЕЙКОЙ

Ю. Михеев
Дан конечный набор точек, линейка и карандаш. Какие новые

точки можно тогда построить?
Уточним постановку задачи. Точку будем считать построен-

нои, если она одна из данных или является пересечением двух
построенных прямых; в свою очередь, прямую будем считать
построенной, если она проходит через построенные (в частнос-
ти. данные) точки. Общая задача состоит в том, чтобы описать
множество точек, которые можно построить исходя из данно-
го конечного набора точек.

Ясно, что если даны одна, две или три точки, никаких новых
точек построить нельзя (рис.1); если даны четыре точки, какие-
то три из которых (или все четыре) лежат на одной прямой, тоже,
ОЧЕВНДН0, НИКЗКНХ НОВЬІХ ТОЧЕК ПОСТРОНТЬ НЕЛЬЗЯ (рНС.2)¦ ЕСЛИ,

наконец, даны четыре точки, лежащие в вершинах параллелог-
рамма, можно построить только
одну точку -› его центр (рис.З).

А. А
А А

В
в С; ; в /

С .

Рис. 1 Рис. 2
6 А

А В
Р О

0 с 1 Р 5 О 2
4 5

РИС. 3 рис_ 4
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Пусть теперь даны четыре точки, не образующие вершины
параллелограмма и такие, что никакие три из них не лежат на
одной прямой. Для краткости будем здесь говорить, что такие
точки находятся в общем положении.

Рассмотрим сначала частный случай: данные точки Р, О, Р',
О' лежат в вершинах трапеции (рис.4). В первых шести задачах
эта конфигурация считается заданной.

Задача 1. Разделите отрезок РО пополам.
Решение показано на рисунке 4. На нем черными изображены

данные точки Р, О, Р', О' и более жирно выделены параллель-
ные прямые РО, Р'О' , дальнейшие построения выполнены
тонкими линиями, причем номерами указан порядок проведения
прямых.

Задача 2. Удвойте отрезок Р'О' .
Решение показано на рисунке 5; на нем черным изображена

и уже построенная точка Р - середина РО. Равенство Р'О' =
= О'В' следует из подобия треугольников АРМР --АК'МО',
АРМО--АО'МР' и равенства РР = РО.

Задача З. Постройте отре-
зок длиной п - Р'О'.

, , , Р 5.Р О В О 5

м
9
4 Р Р О 7 1Р Р 2

Рис. в Рис. в
Для этого нужно просто п - 1 раз повторить процедуру.

использованную в предыдущей задаче. На рисунке 6 построение
показано для п = З.

Разумеется, аналогично на прямой РО можно построить
отрезок длины т- РО,

Задача 4. Разделите отрезок Р'О' на т равных частей.
Решение. Сначала на прямой РО строим т - 1 равных

отрезков РО2, О,,О,, О,,,_, О,,,. Затем строим прямые РР' и
О,,,О' и соединяем их точку пересечения А с точками О2, ОЗ,
..., О,,,_,. Полученные т - 1 прямых делят Р'О' на т равных
частей. Для т = 4 конструкция показана на рисунке 7.

(Заметим, что конструкция не проходит, если РР* ||О,,,О' . Но
эту трудность легко обойти: можно сначала удвоить РО, затем
построить т отрезков, равных удвоенному отрезку, и далее
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повторить указанное в предыду-
Щем абзаце построение.) 3

Для дальнейшего нам придется Р- О-
предположить, что данные точки
Р, О, Р' , О' - рациональные, т.е.
имеют рациональные координаты
относительно некоторой системы
координат. Р 203 ОтЗадача 5. Постройте произ- 1 4 5 3 2
вольную рациональную точкуЅ на рт-,_ 7
прямой РО.

Решение. Для рациональных точек Р, О, Ѕ отношение РЅ:
РО рационально (докажите!), и значит, РЅ = Ё:-РО, где т,
п ЄЫ. Поэтому достаточно разделить отрезок РО на п равных
частей и т раз отложить от точки Р полученный отрезок.

Точно так же можно построить любую рациональную точку
Т е Р'О'.

Задача 6. Постройте произвольную рациональную точку Т
на плоскости.

Решение. Допустим, точка Т уже построена. Проведем пря-
мые ТР' и ТО'; они пересекут! РО в точках Е и Р. Так как
прямые ТР' , 7`О', РО рациональны (т.е. записываются в виде
линейных уравнений с рациональными коэффициентами), коор-
динаты точек Е и Р получаются как решения систем линейных
уравнений с рациональными коэффициентами и поэтому тоже
рациональны. Умея строгпъ Е и Р, мы построим и точку Т.

Итак, отправляясь от трапеции с рациональными вершинами,
можно построить вообще любую рациональную точку! Естест-
венно спросить - а какие еще точки можно построить? Оказы-
вается - никаких.

Задача 7. Докажите, что любая точка, построенная одной
линейкой из набора рациональных точек, рациональна.

Действительно, прямая, проходящая через рациональные
точки, рациональна и точка пересечения рациональных прямых
(как решение системы линейных уравнений с рациональными
коэффициентами) тоже рациональна.

Пусть теперь А, В, С, О - четыре рациональные точки,
находящиеся в общем положении. Вы, наверное, угадали, какие
точки можно построить исходя из точек А, В, С, В - конечно

' В противном случае Т лежит на прямой Р'О' , а этот случай уже
разобран.
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же, как и в предыдущем случае, все рациональные. Более того.
ясно, как можно постараться закончить доказательство этого
факта: достаточно получить две параллельные прямые. Но это
как раз самая трудная часть наших построений.

По условию точки А, В, С, В либо образуют выпуклый
четырехугольник, отличный от параллелограмма, либо одна из
точек находится внутри треугольника, образованного остальны-

а) б)

Ёмі.. ДЬс
Рис. 8

ми тремя точками. Проведя в каждом из этих случаев прямые,
как на рисунках 8, а, б, получим одинаковые конфигурации.
Поэтому введем новые обозначения (см. рисунок 9, на котором

данные и построенные точки не
.Ѕ` различаются).

Впрочем, из наших условий
не следует, что прямые ЕР и ММ

Е Р пересекаются: они могут быть и
параллельными. Когда же это

Ґ- произойдет?
К М Задача 8. Докажите, что

М если МК = КМ, то ММ ІІ ЕР.
Рис. 9 Решение леп<о получить, если

вспомнить решение задачи 2.
Задача 9. В случае, когда МК = 2КМ, постройте прямую,

параллельную ММ.
Решение. Сперва докажем, что в нашем случае ММ = АП..

Для этого нам придется применить теоремы Чевы и Менелая.
Первая из этих теорем утверждает, что если вершины треуголь-
ника ЕРК (рис.9) лежат соответственно на прямых МЅ. ЅМ,
ММ, то

ї”<_“Р- 5Е_=1. <1›КМ РЅ ЕМ
Вторая утверждает, что если точки Е, Р, 1. лежат соответственно
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на прямых ЅМ, ЅІЧ, ММ и расположены на одной прямой, то
МІ. А/Р ЅЕ _ттттз*'тм*!= (2)

Сопоставляя равенства (1) и (2), получаем: М1. = 2М1., откуда
МА/ = АЦ.. А теперь построение параллельной прямой легко
получается известным нам, в суш-
ности, способом (рис.10). 5

Задача 10. В случае, когда
2МК = ЗКН, постройте прямую, 5 Р 5
параллельную ММ.

Указание. Покажите, что 3
ММ - 2МІ. (см. рис.9). и примените М Ы Ь
задачу 9.

Задача 11. Постройте прямую, РИ0- 70
параллельную прямой ММ, в об-
щем случае.

Решение нам подсказывают предыдущие задачи. Пусть
МК : КМ = р : а, где р > (7 (случай р < а сводится к этому
переименованием точек). Рассуждать мы будем индукцией по І.
Базис индукции, т.е. случай І = 1, уже разобран (задача 8).
Предположим, что при р, а ЅІ мы умеем по точкам М, К, Ь
строить прямую, параллельную ММ. Пусть теперь МК : КМ =
'= (1 + 1) : Ч. Сопоставляя (1) и (2), получаем

Шо _ І+ 1 - в
МЬ _ а '

и можно воспользоваться предположением индукции, согласно
которому по точкам М, М, Ь можно построить прямую, парал-
лельную прямой ММ.

Таким образом, мы доказали следующую замечательную
теорему:

Теорема. Множество точек, которые можно построить
одной линейкой из четырех рациональных точек, находящихся
в общем положении, состоит из всех рациональных точек
плоскости.

Очевидно, увеличение числа исходных рациональных точек
не меняет множества точек, которые можно построить.

Наверное, читателю хотелось бы узнать, какие точки можно
ПОСТРОНТЬ НСХОДЯ НЗ ЧЕТЬІРЕХ ТОЧЕК В ООЩЕМ ПОЛОЖЕННИ, НЕ ВСЕ
КООРДНІ-ІЗТЬІ КОТОРЫХ РЗЦНОНЗЛЬНЬІ . К СОЖЗЛЕННЮ, ЧТООЫ ХОРОШО
и точно сформулировать ответ, необходимо привлечь понятия из
проективной геометрии. Однако интуитивно ясно, что в указан-
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НОМ СЛУЧЗЕ ПОЛУЧЗЕТСЯ МНОЖЕСТВО ТОЧЕК, ОЧЕНЬ ЄПОХОЖЕЕЪ НЗ

МНОЖЕСТВ0 ВСЕХ РЗЦНОНЗЛЬНЬІХ ТОЧЕК. ЕСЛИ ГОВОРНТЬ ООЛЕЕ ТОЧНО,

ТО ДЗННОЕ МНОЖЕСТВО 4ПРОЕКТИВНОЭКВИВЗЛЕНТНОІ МНОЖЕСТВУ

РЗЦНОНЗЛЬНЬІХ ТОЧЕК.

Упражнения
1. С помошью Цнркуля н линейки, исходя из четырех точек в общем

положении. постройте точку. которую нельзя построить одной линейкой
(циркулем разрешается строить окружность с центром А и радиусом АВ,
где А, В - построенные точки: точки пересечения построенной окруж-
ности с построенной прямой считаются построенными).

2. Даны три точки 0. А, В и две параллельные прямые І. т, причем
А, В є І и О є І. О св т. Постройте одной линейкой

а) прямую, проходящую через 0 параллельно І;
б) прямую, проходящую через А параллельно ОВ.
3". Даны пять точек (0,0). (І,0), (1,1). (0,2). (Л .0). Какие точки

можно из них построить одной линейкой?



ПООТРОЕНИЯ ОДНИМ ЦИРКУЛЕМ

ї Д. Фуко
Среди бесчисленных задач на построение встречаются такие,

в которых построение требуется произвести одной линейкой или
одним циркулем. Однако давно известно, что отсутствие линейки
не сужает круга возможных построений: всякое построение,
выполнимое циркулем и линейкой, можно проделать одним
циркулем.

Идея о построении с помощью одного циркуля была выдви-
нута еще итальянским ученым Джованни Батгиста Бенеде-гги
(1530 - 1590). В 1672 году появилась книга <ЕцсІіс1цз Вапісцзь
датского геометра Георга Мора (1640 - 1697). В ней он показал,
что все задачи, которые сводятся к квадратным уравнениям,
можно решить геометрически с помощью одного Цнркуля. Более
чем через 100 лет, в 1797 году, эта задача была вновь поставлена
и решена итальянцем Лоренцо Маскерони (1750 - 1800).
Соответствующее утверждение называют теперь теоремой Мора
- Маскерони. В этой заметке мы приведем доказательство этой
теоремы.

Во всех решаемых ниже задачах на построение мы ограничи-
ваемся описанием самого построения, предоставляя читателю
самостоятельно доказать, что построение приводит к желаемой
цели. Впрочем, доказательства приведены в конце книги.

Формулировка результата
Разумеется, нельзя провести циркулем прямую, поэтому все

рассматриваемые задачи на построение должны состоять в
построении некоторой точки (на плоскости).

Теорема. Предположим, что точка М может быть построе-
на по точкам А,, ..., А,, при помощи циркуля и линейки. Тогда
точка М может быть построена по точкам А,, ..., А,, при
помощи одного циркуля.

Чтобы доказать эту теорему, посмотрим, какие построения
производятся линейкой. С помощью линейки можно провести
через две данные точки прямую и найти ее точки пересечения с
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ранее построенными прямыми и окружностями. Но так как с
самого начала нам были даны только точки, всякая ранее
построенная прямая была некогда проведена через две еще ранее
построенные точки, и всякая ранее построенная окружность
имеет своим центром ранее построенную точку. Таким образом,
в процессе построения линейка применяется только к решению
одной из двух следующих задач.

Задача 1. По данным точкам А, В, С, О найти точку
пересечения прямых АВ и СО.

Задача 2. По данной окружности с данным центром. 0 и
данным точкам А и В найти точки пересечения окружности Ѕ
с прямой АВ.

Наша теорема будет доказана, если мы установим, что обе эти
задачи могут быть решены при помощи одного Цнркуля.

Вспомогательные построения

В этом и следующем пунктах, говоря «построение», мы
подразумеваем построение одним циркулем. Мы начнем с реше-
ния четырех вспомогательных задач.

Задача 3. Даны (различные) точки А и В. Постройте на
луче АВ точку С такую, что АС = 2АВ.

Построение (рис.1). Проведем через точку А окружность с
центром О. На этой окружности трижды отложнм отрезок АВ,
начиная от точки А. Получившаяся при третьем откладывании
точка С удовлетворяет требованиям задачи.

В.
А : С А

Р

О .

РИС. 1 Рис. 2
Задача 4. Дана окружность с центром 0 и дуга АВ на ней.

Постройте точку, делящую эту дугу пополам.
Построение (рис.2). Через точку О проведем окружности с

центрами А и В. Проведем окружность с центром О и радиусом
АВ. Возьмем две точки: Р и О - точки пересечения этой
окружности с двумя построенными; тогда дуги ОР и ОО равны
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дуге АВ. Затем через точки В и А проведем окружности с
центрами Р и О до их пересечения в точке Н. Наконец, радиусом
ОК проведем окружность с центром Р или О. Точка С пересече-
ния этой окружности с дугой АВ и будет искомой.

Задача 5. Дана окружность Ѕ с центром О и точка Р # О.
На луче ОР постройте точку Р' такую, что ОР- ОР' = 12, где
т - радиус окружности Ѕ.

(Такая точка Р' называется симметричной точке Р относи-
тельно окружности Ѕ.)

Построение. Случай 1. Точка Р лежит вне окружности 5
(рис.З). Проведем через точку 0 окружность с центром Р. Пусть
О и В - точки ее пересечения с
окружностью Ѕ _ Проведем через точ- О
ку О окружности с центрами О и В.
Отличная от 0 точка пересечения
этих окружиостей и есть искомая
точка Р” . 1. ,,

(Это построение проходит и в Р
случае, когда точка Р лежит внутри
окружности Ѕ, но находится от ее 5
центра О на расстоянии, большем Е
г/2.)

Случай 2. Точка Р лежтгг внутри
окружности .Ѕ`. Пользуясь построе-
нием задачн З, мы последовательно строим на луче ОР точки
Рё, В,, такие, что ОБ = 20Р, ОР, = ЗОР, ..., пока не дойдем
до точки В,, которая будет лежать вне .Ѕ` . Для точки Р, мы строим
симметричную относительно окружности Ѕ точку Р¦,' , пользуясь
предыдущим построением. Наконец, на луче ОН (т.е. на луче
ОР) мы строим точки И , В; , такие, что ОН = 20Р;' , ОР; =
= 302” , Точа Е: и будет искомой.

Задача 6. Даны окружность .Ѕ` с центром О и несовпадающие
точки А, В. Постройте окружность, проходящую через точку
0 и точки пересечения прямой АВ с окружностью Ѕ (в
предположении, что прямая АВ не проходит через центр
окружности Ѕ и пересекает ее в двух точках). Докажите, что
эта окружность, за вычетом точки 0, представляет собой
геометрическое место точек, симметричных точкам прямой
АВ относительно окружности Ѕ.

Построение (рис.4). Проведем через точку О окружности с
центрами А и В. Точку их пересечения, отличную от 0, обозна-
чим через Р. Построим точку Р' , симметричную точке Р относи-
тельно окружности .Ѕ` (задача 5), и построим окружность с
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її центром Р', проходящую через 0.
: Это и есть искомая окружность.

Основные построения
А--«›- Построение к задаче 2. Если

точка 0 не лежит на прямой АВ,
проходит построение задачи 6 и даже
его упрощенный вариант: мы стро-

5 им точку Р, как в задаче 6, и затем
рис_ 4 проводим окружность с центром Р

радиусом, равным радиусу окруж-
ности .Ѕ` (зная центр окружности Ѕ,

мы можем радиус окружности измерить циркулем); точки пере-
сечения построенной окружности с данной окружностью -
искомые точки. Если точка 0 лежит на прямой АВ, то это
построение не пройдет: точка Р сольется с точкой 0. Тогда мы
применяем другое построение (рнс.5): с центром А (или с
центром В, если А = 0) проводим произвольную окружность,
пересекающую окружность 5 в двух точках, обозначаем точки
пересечения через С и О и делим дуги СО и ОС окружности .Ѕ`

пополам (задача 4). Точки деле-
ния и будут искомыми.

С

В.-' 5
А ,'

--.___ .- І/

Ё*-' О
І -г"'

5 / 7
13 Р}Ё'ї-"'

Рис. 5 Рис. 6

Построение к задаче 1 (рис.6). Построим произвольную
окружность 5, внутри которой содержатся все данные точки и
центр 0 которой не лежит ни на одной из прямых АВ и СВ. (Это
легко сделать «на глазок›, но для «строгого построения› такой
рецепт не годится. Можно поступить так: построить произволь-
ную окружность, найти, пользуясь построением задачи 2, точки
ее пересечения с прямыми АВ и СО н взять в качестве О точку
построенной окружности, отличную от найденных точек.) За-
тем, пользуясь построением задачи 6, строим окружность 5,,
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проходящую через 0 и через точки пересечения окружности 5 с
прямой АВ, и окружность 5, , проходящую через 0 и через точки
пересечения окружности Ѕ с прямой СВ. Затем мы обозначаем
через Р точку пересечения окружиостей Ѕ, и 52, отличную от 0,
н строим точку Р', симметричную точке Р относительно окруж-
ности Ѕ. Это и есть искомая точка.

Заключительные замечания

1. Если данные задачи на построение включают в себя не
только точки, линейка может оказаться для ее решения необхо-
димой. Например: даны кривая с и точки А, В; нужно найти
точки пересечения кривой с с прямой АВ. Это, вообще говоря,
нельзя сделать без линейки. Однако бывает, что подобные
задачи сводятся к задачам рассмотренного типа и решаются
одним циркулем. Например: на плоскости нарисована окруж-
ность; требуется, пользуясь одним циркулем, найти ее центр. Это
можно сделатъ так: отметим на окружности три точки А, В, С;
как известно, штркулем и линейкой можно построить центр
окружности, описанной около треугольника АВС; значит, это
можно сделать и одним циркулем. (Впрочем, задача имеет
гораздо более простое решение - найдите его!) Мы видим,
кстати, что в задачах 2, 4, 5 и 6 не обязательно было указывать
Центр заданной окружности.

2. Одной линейкой можно проделать не всякое построение,
выполнимое циркулем и линейкой. (Доказательство см. в книге:
Радемахер Г., Теплиц О. Числа и фигуры. - М.: Наука, 1966.)
Существует, однако, поразительная теорема Штейнера, соглас-
но которой все построения, выполнимые циркулем и линейкой,
могут быть проделаны одной линейкой, если на листе предвари-
тельно нарисована окружность и отмечен ее центр.



ВЕКТОРНОЕ РЕШЕНИЕ АФФИНІ-ІЬІХ ЗАДАЧ

А.Лопшиц
На этом занятии математического кружка мы научимся решать

геометрические задачи определенного типа - так называемые аффин-
ные задачи. Мы не будем предварительно объяснять, что это за задачи.
Надеемся. что прочитав статью, вы поймете это.

Аффииная версия теоремы Морлея
В статье Г.Тонояна и И.Яглома «Теорема Морлея» (с. 16

настоящего сборника) рассматривалась следующая замечатель-
ная теорема: если в треугольнике АВС провести трисектрисы
угловА, В и С, то точки их пересечения, ближайшие ксторонам,
являются вершинами равностороннего треугольника. А что

получится, если трисектрисы заме-
В нить тридианами, т.е. прямыми,

проходящими через вершины треу-
 ГОЛЬННКЗ Н ДЕЛЯЩИМИ ПрОТНВОП0'

,Р\` ложные его стороны на три равные4_\Ё ___ части? Оказывается... Впрочем, на-
.  стойчивый читатель сам закончит

Р,_,с_, С формулировку теоремы, выяснит
свойства треугольника Н,Рд,,,2,,,

(обозначения легко понять, глядя на рисунок 1), убедится в том,
что стороны шестиугольника В;,В,,,Н5Б,Н5Б6 параллельны сто-
ронам исходного треугольника АВС, и, наконец, докажет, что
середины сторон этого шестиугольника и точки Р,,,, В,,. Р55, В,,.
В,,, 2,, лежат на трех прямых. Если вам пока не понятно, как
решать эту задачу, - не расстраивайтесь. Прочитав статью, вы
несомненно сможете это сделать. Начнем с более простой задачи.

Аффинная задача Льюиса Кэррола
Предпоследняя задача сборника «Полуночные задачи, при-

думанные в часы бессонннцыъі требует вписать в данный

' Льюис Кэррол. История с узелками (М., «Мир», 1973).
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треугольник такой шестнугольник, чтобы его противоположные
стороны были равны и параллельны, три из них лежали на
сторонах треугольника, а диагонали пересекались в заданной
точке внутри треугольника. Решение, приведенное Кэрролом,
использует средства, привычные для школьника тех давних
времен (восьмидесятые годы прошлого столетия). Мы рассмот-
рим более общую формулировку задачи. Кэррола и решим ее,
используя инструмент, знакомый современному школьнику уже
с седьмого класса, - векторы. Ко-
нечно, задачу Кэррола совсем не- Ё
сложно решить и без их помощи. Но
именно потому, что она несложная,
на ней хорошо учиться!

Мы решим задачу Кэррола в
следующей формулировке: на пря-
мых, содержащих стороны ВС, СА
и АВ треугольника АВС, располо- Рис. 2
жите, соответственно, точки А,
и А,, В, и В,, С, и С2 так, чтобы противоположные вершины
шестиугольника А,Ад,В,В2С,С2 (т.е. точки А, и В,, А, и С,, В, и
С2) были симметричны относительно точки Р, произвольно
заданной в плоскости треугольника АВС (рис.2)2. (Такой
шестиугольннк называют центральным.)

тпі:
РЗЗЛОЖЕННЄ ПО ВЄІСТОРЗМ

-5 -О

Нам понадобится такой фатїг: если векторы а и Ь не
коллинеарны, то любой вектор с , лежащий в той же плоскос-

-Ъ -Ъ

ти, что и векторы а, Ь, можно Б,
представить в виде В

Ё=аЁ+|Зб Ъ.
(здесь от и І3 - действительные чис- Ъ*
ла), причем такое представление р,,,с_ 3
единственно.
_, Мы будем назьтвазь это представление разложением вектора
с по векторама и Ь (рис.З).

Заметим, что если 0 - фиксированная точка плоскости, то
любой точке М плоскости можн_р сопоставить вектор ОМ . Точку
0 называют полюсом, вектор ОМ - радиус-вектором точки М.

2 В этом и состоит большая общность нашей формулировки - Кэррол
считает. что точка Р лежит внутри треугольника АВС.
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-І

Радиус-вектор ОМ однозначно определяет «свою» точку М; мы
будем для краткости обозначать его через М . ' В

Решение задачи Кэррола

Выберем в качестве полюса вершину С данного треугол_ьни1Ё_т.
Радиус-вектор данной точки Р разложим по векторам А и В :

Р - аА + ВВ. 1

Поскольку искомая точка А, лежит на прямой СВ (см. рис.2),

Е, = ІЁ,
где х - та доля, которую точка А, «отсекаеть от направленного
отрезка СВ. Слово «отсекает› мы взяли в кавычки потому, что
точка А, не обязательно лежит внутри отрезка СВ; она может
«отсекаты даже отрицательную «долю› (в этом случае х < 0).
Аналогичным образом для искомой точки В2 получаем

В: = 3/А
(здесь у - доля, которую «отсекает» искомая точка от направ-
ленного отрезка СА ). Из того, что точка Р является серединой
отрезка А,В,, вытекает * ~

Б = ул, + 5,), 8
Т.е. '

от-А+ВЁ=%(хЁ+уА),

откуда
х=2|З, у=2с1

Н, СЛЕДОВЗТЕЛЬНО ,

н,-2вв, в,-2ьл.
Эти равенства позволяют построить точки А, и В,.

Найти точки В, и С,, немного тру_днее. Если точка В, отсекает
долю 2 от направленного отрезка СА, то

В,-2А.
Составим теперь выражение для радиус-векдора точки С,,

отсекающей долю и от направленного отрезка АВ:

ДЗ, = илчв.
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Воспользуемся тем, что А-Ё, = Ё; - А ; АчВ = Ё - А . Поэтому
и(В-Аъ= С, - А и, следовательно, С, = А + и(В -А) =
= (1 - и)А + иВ. По условию

_ 1 " _Р _ 5(в, + с,),
т.е.

-.-_. _...--_1_ _. -_

аА +|3В - ї(2А +(1-и)А +иВ)

и, таким образом,
и=2В, 2=2а+2В-1,

В, -(2оъ+2В-1)А,
. Ё2=(1-2|3)А+2ВЁ.

Выполнив заключительный этап самостоятельно, читатель
убедится, что

А2=(2о:+2В-1)_Ё,
(Ё =2а.А+(1-2о:)Ё.

Мы обнаружили, таким образом, что задача Кэррола имеет
решение (как бы ни была задана точка РІ) и это решение
единственное:

Ё,=(2а+2В-1)Ё,Ё,=2аЁ, (1)
Ё = 2о:А+(1-2о:)Ё,Ё, =(1-2В)Й+2ВЁ.

Отступление от задачи Кэррола
Вывод формулы дл:іС2 фактически доказывает следующий

общий результат: если А и В - радиус-векторы произвольных
точек А и В (относ5_г_гельно произвольно выбранного полюса С!),
то радиус-вектор М точки, принад-
лежащей прямой АВ и отсекающей В
<дол_ю› 1. от направленного отрез-
ка АВ, т.е. точки М. для которой

-Ъ -Р М
АМ = ААВ (рис.4). определяется
по простой и красивой формуле:

П=(1-х)Е+з.Е. (2) А с
Эту формулу следует запомнить Рис. 4
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- она с большой пользой применяется при решении многих
геометрических задач.

Число 1 называют аффинной координатой точки М (отно-
сительно коордъінатной системы, заданной началом А и масштаб-
ным вектором АВ ). Такое название вполне оправдано: ведь если
заданы координатная система и произвольное число 1, то точка
М на прямой АВ определена однозначно:

Аїи = А /Ґв.
Вернемся к формуле

Ё = о:А + |3Ё,

с помощью которой мы записали радиус-вектор точки Р, распо-
ложенной в плоскости треугольника АВС. Она показывает, что

задание произвольной упорядоченной
р ВВ- пары чисел оп, [З определяет точку Р в

плоскости_АВС , _если эадана точка С и
3 векторы СА и СВ (рнс.5).

Эти числа называются аффинншчи
аї-Ґ С д координатами точки Р (в координат-
Рмс_ 5 ной системе, начало которой - т_очка

__ С, а масштабные векторы - СА и
СВ). Легко видеть, что точки плоскости АВС, у которых вторая
координата равна нулю, лежат на прямой СА; потому ее назы-
вают первой координатной осью. Аналогично, точки, у которых
первая координата равна нулю, лежат на прямой СВ; поэтому ее
называют второй координатной осью.

Частные случаи задачи Кэррола
1) Если точка Р есть центроид треугольника АВС (т.е.

пересечение его медиан). то С

бР = %(бА+ бВ+ ОЧС]

и, следовательно.

Р-3А+3В,

т.е.
_ 1 _ 1он - З, В _ 3.
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Подставив эти значения в формулы (1), получим
_ 2_
АІ=З'В,

сд)-Ь
А,=5в,в,=-А в,=5/1,
- 2- 1- - 1- 2-
СІ=ё'А+-З-В,С2=ЁА+ЁВ

и, следовательно (в силу сказанного в предыдущем пункте),
вершины найденного шестиугольника отсекают от сторон тре-

1 2
УГОЛЫ-ІНК8. 5 И -- .З

2) Пусть Р - какая-либо точка отрезка В'С', соединяющего
середины В' и С' сторон СА и АВ. Так как эта точка расположена
внутри отрезка В'С', она отсекает от него долю 0 < 1 < 1 и, в силу
формулы (2),

1.1-ї і _-_;

Р-(1 2.)В'+1.С.

г=%я+_(,т+в'),
__1_ Ь_

н _Р-2А+2В,
МР*

Т.Є.

А С -1 _Ь о:-2,8-2.

Подставив эти значения в формулы (1), получим

-А,-АВ, А2-_7\.В,В,-Ь/1,%-А,С,-А,

Таким образом, в этом случае шестиугольннк А,А2В,В2С,С,
вырождается в параллелограмм А,А.,В,ААС, = А,В,АС, (рисунок
6 сделан для случая, когда 1 = -Ё ).

З) Если точка Р расположена _ В
произвольным образом на прямой
В'С' вне отрезка В'С', то ее аф- С2 ц А,
финная координата 1. (в коордн- С, ` ~
натной системе, имеющей начало в
точке С' и масштабный вектор

-Ф

В'С') есть либо положительное С Ц
число, большее единицы, либо от- А Св, в, врицательное число. Радиус-векто-
ры вершин построенного шестиу- РИС. 6
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А гольника определяются, конечно,
С2 теми же формулами, чтои в общем

Ф ' случае, однако эти вершины - в
В, этом самостоятельно убедится чи-

2 С татель - хотя и расположатся на
прямых АВ, ВС н СА, будут

р,,,с_ 7 вне отрезков АВ, ВС, СА (на ри-
сунке 7 Ж. = Ё).

4) Если точка Р выбрана в середине А' отрезка ВС, т.е. если
Р = ЁЁ и, следовательно, а = 0, В = %, то, в силу формул (1).
Е,=в, Я,=б, Е=с.в,=с,с,=Ё,б,=Б.такмм0аразом.
в этом случае шестиугольннк А,А2В,В,С,С2 вырождается в отре-
зок ВСССВВ = ВС.

Пусть читатель самостоятельно построит чертеж, соответ-
ствующий случаям, когда Р = С, Р = А' или Р делит пополам
отрезок АС'.

Не ошибся ли Кэррол?
Последняя строка в решении, которое приводит Кэррол,

гласит: 1 Если точка Р лежит вне треугольника А'В'С', то задача
неразрешимагі. Но мы ведь видели, что задача имеет решение (и
притом единственное) для любого расположения точки Р в
плоскости АВС!

Объяснение этого расхождения заключается вот в чем:
Кэррол считает (хотя явно этого не говорит), что шестиуголь-

ннк А,А2В,В2С,С2 только тогда вписан в треугольник АВС, когда
его стороны А,А2, В,В,, С,С2 расположены внутри сторон ВС,
СА, АВ соответственно. Но если включить в условие нашей
задачи это дополнительное ограничение, то, в частности, точка
А, должна лежать внутри отрезка СВ и, в силу первой формулы
системы (1), 2В < 1, т.е. [З < Ё, а это означает, что точка
Р должна лежать по другую сторону от прямой А'С', чем
вершина В.

Аналогичным образом, она должна лежать по другую сторо-
ну от прямой А'В' , чем точка С, и по другую сторону от прямой

3 «История с узелкамиь, с.186. Однако доказательства этой неразре-
шимости Кэррол не приводит! Отметим тут же, что, хотя разрешнмость
своей задачи для случая, когда точка Р лежит внутри треугольника
А'В'С , Кэррол и доказывает, но вопрос о единственности решения он
не рассматривает!

96



В'С' , чем точка А. Отсюда и следует, что точка Р должна лежать
внутри треугольника А'В'С'!

Приведем две задачи, связанные с задачей Кэррола; их
векторное решение очень просто, а геометрическое...

1) Легко проверить, что в случае 1 пункта 6 центроиды
треугольников А,В,С, и А2В2С2 совпадают. Существуют ли
другие вписанные центральные шестиугольники, обладающие
этим свойством?

2) Легко проверить, что в случае 1 пункта 6 площади
треугольников РА,А2, РАд_.В, и РВ,В2 равны между собой; в этом
случае центральный шестиугольннк А,А2В,В2С,С2 называют аф-
финно-правильншч. Существуют ли друте аффинно-прави.ль-
ные шестиугольники, вписанные в заданный треугольник?

Решение использует следующую красивую формулу для
вычисления площади треугольника ВВЦ, вершины которого
заданы равенствами В = о:,А + В,Ё (і = 1, 2, З; СА и ЄВ -
заданные векторы):

ЅЕЕЁ_= 511131 +“2В2 +азВз Ѕ___
0*: В: из Вз дп Вт СМ

И все же - что означает слово саффшшьійь?
ЗЗМЄТИЛ ЛИ ЧИТЗТЄЛЬ, ЧТО В НЗШЄЙ СТЗТЪЄ МЫ НН РЗЗУ І-ІЄ

употребили слово <длина›? Мы не воспользовались и понятием
<угол›. _, _›

Например, сюгадывая векторы СМ и СН , не лежащие на
одной прямой, мы пользуемся только понятием параллельносш:
через конец М первого слагаемого СМ мы проводим прямую,
параллельную прямой СМ; через конец М второго слагаемого

-Ъ

СМ мы проводим прямую, параллельную прямой СМ ; точка В
пересечения этих прямых есть конец вектора СЪ, который мы и
называем суммой векторов С-М и С-Ё.

А как же складывать - не используя понятия длины! -
векторы С›Т и СЕО , расположенные на одной прямой? Как

-Э

умножить вектор СМ на произвольное действительное число 2. ?
Как доказать при <аффинном›› определении (т.е. определении,
не использующем понятий длины и угла, а опирающемся только
на понятие параллельности) правила векторной алгебры, кото-
рыми мы щедро пользовались во всем нашем изложении? Мы не
будем отвечать на эти вопросы, а ограничимся тем, что предло-
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жим читателю решить, пользуясь только простейшими, єаффин-
нымиь, операциями (сложение векторов и умножение вектора на
число). несколько <аффинных› задач.

Задачи
1. Докажите. что, как бы ин были расположены точки А, В, С и 0,

три отрезка, соединяющие середины отрезков АВ и СВ, АС и ВВ, АО
и ВС, имеют общую точку.

2. На прямых АВ и СВ, произвольно расположенных в пространст-
ве. лежат точки А' и С' . отсекающие, соответственно. от отрезков АВ
и СІ) одну и ту же долю. На прямых ВС и ВА лежат точки В' и ЕУ,
отсекающие от отрезков ІҐС н [М одну и ту же долю. Докажите. что
прямые А'С' и В'В' пересекутся.

3. Семь точек А, (і = І, 2. 7) произвольно расположены в
пространстве, Р - произво.1ьная точка. Пусть В,,, - Центроид системы
точек А,, А,, А,, ВМ,, - Центроид системы остальных точек (индексы
і, 1, Іє, 1. т, п, р все различны). Ф,,, - прямая, проходящая через точку
В,,, параллельно прямой РВ,,щ, \у,_,,Р - прямая, проходящая через
точку В,,", параллельно прямой РЬ',,,. Докажите, что 1) все прямые єрч,
пересекаются в одной точке; 2) все прямые ч:,_,,, пересекаются в одной
точке.

4. На сторонах АВ, ВС. СА треугольника АВС расположите.
соответственно, точки С' , А'. В' так. чтобы центроиды треугольников
А'В'С' и АВС совпали.

5. Докажите, что из всех треугольников А'В'С , вписанных в
треугольник АВС так, что центроиды треугольников АВС и А'В'С'
совпадают, наименьшая площадь будет у того, вершины которого делят
стороны треугольника АВС пополам.

6. Каждая сторона четырехугольника АВСВ разделена на три
равные части. Через те две точки деления сторон АВ н АВ, которые
ближе других расположены к вершине А. проведена прямая. Аналогич-
ным образом, через точки деления, ближайшие к вершинам В, С, О.
проведены еше три прямые. Докажите, что центр тяжести четырехуголь-
ника, образованного этими четырьмя прямыми, совпадает с центром
тяжести четырехугольника АВС0.



сємвйство пдгдллвльных гг-угольников
Н.Васильев

«...держитесь к звда че возможно ближе, но будьте
готовы отойти от задачи настолько далеко, насколько вас
вынўдідгют обстоятельства».

Д.Пойа. Математическое открытие

ФОРМУЛІІРОВКЗ ЗЗДЗЧІІ

Вокруг выпуклого п-угольника описан другой выпуклый п-
угольник - так, что на каждой стороне второго лежит по
одной вершине первого, а затем вокруг
второго много;/гольника описывается
третий - так, что его стороны соот-
ветственно параллельны сторонам пер-
вого. (Для краткости мы будем говорить,
что первый и третий многоугольникн па-
раллельны.) Пример такой ситуации изоб-
ражен на рисунке 1. Требуется выяснить,
какие значенияможет принимать площадь рисд _
5 промежуточного многоугольника, если
площади внутреннего и внешнего много;/гольников равны О и Р.

Разумеется, сразу можно утверждать, что О < Ѕ < Р. Но
любые ли три положительных числа Р, О и Ѕ, связанные такими
неравенствами, могут стать площадями
трех многоугольников, описанных в ус- 2д
ловии? І ^

Попробуем посчтать Іг
Возьмем сразу довольно общий при-

м т ойки четы ех гольников изоб а-ЄР Р Р У › Р
женный на рисунке 2. Симметрия ри-
сунка позволяет сравнительно легко Э
выразить все площади через стороны, г
высоты и другие удобные параметры. Рис.2 2Ь
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При различных значениях параметров можно надеяться полу-
чить всевозможные наборы Р, О, Ѕ.

(Мы начинаем с четырехугольников, а не с треугольников,
поскольку случай п = З особый; в этом случае 5 однозначно
определяется по О и Р; мы еще вернемся к нему ниже.)

В нашем примере внешний четырехугольник - равнобочная трапе-
ция с основаниями 2а и 2Ь (пусть а < Ь) и высотой І: + 1:, так что

Р=(а+Ь)(Іг+Іг). (1)
диагонали среднего четырехугольника взаимно перпендикулярны и
равны 1: + І:

.._. ь ть
*°'*'ь+ь"2ьд+ь'

$=аІ:+Ыг. (2)

Если эти два четырехугольника уже зафиксированы, то внутреннюю
трапецию можно еще менять так, что она будет оставаться параллельной
внешней трапеции. Можно представить себе, что вершины трапеции
равномерно передвигаются по красным отрезкам в интервале времени
0 5 3 5 І, причем в момент времени Е = 0 трапеции вырождается в отрезок
2с, в момент времени І = І - в равнобедренный треугольник с
основанием 2Ь' = 2сЁ€-Ё и высотой Іг + ІҐ, где ІҐ = 11%, а каждому

ПОЭТОМУ

значению ІІ между 0 и 1 соответствует настоящая трапеция с основаниями
2с(1 - І), 2с(1 - т) + 2Ь': и высотой Ц: + Ні. Тогда ее площадь равна

о<г›=<{2н-л+!г%<±±Іт+ ^;)т-!:2;':'2) т(2ь-<.›.+ь›т). <з›
Последнее выражение - квадратный трехчлен от І - достигает

максимума при І = -(Ё-Б, и, очевидно, при 0 < г < І принимает
ВСЄВОЗМОЖІ-ІЫЄ ЗНЗЧЄННЯ В ТЗКОМ ПРОМСЖУТКЄІ

(ап + ы±)' _ 52
0<ОЅ(а+Ь)(*+д)- Р. (4)

Упражнения
1'. Вода, налитая в аквариум, постепенно испаряется.
а) Каков уровень воды сейчас, если І: часов назад он равнялся Ь см

(от дна). а через І: часов будет а см?
б) Каков уровень воды в момент времени І, если при І = О он равен

с см, а при І = 1 он равен 6 см?
Ответ. а) адї*+Ьдїд¦ 6) с(І-:)+Щ.
2'. Купец знает, что продать 1 - 100% своего товара он сможет только

в том случае, если назначит цену не больше 2Ь - (а + Ь): рублей за пуд
(а и Ь - известные положительные числа). Как он может выручить
побольше денег?
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Ответ. Продать 7% товара по Цене Ь рублей за пуд.

Итак, в нашем первом примере О, Р и 5 могут принимать
любые значения, для которых выполнены неравенства Ѕ < Р и
ОР Ѕ Ѕ2, или, что то же самое, ,/ОР Ѕ .Ѕ` < Р. Действительно, по
заданным Р и 5 (Ѕ < Р) мы можем подобрать а, Ь, 12, іт так, чтобы
выполнялись равенства (1) и (2), например, решив систему
уравнений '

а+Ь=Ё+й=1Б,

(Ь-а)(!с-Ь): 25-Р.
а затем (если только выполнено (4)!) выбрать г так, чтобы О =
= ОЦ) приняло нужное значение. '_

Х
І ЖУпражнения 2 І , - ___ `

3. Докажите, что если ОР = Ѕ , то трапе- _,
ции на рисунке 2 подобны. "\ __/'

4. Докажите, что если наши параллель- " -"'
ные многоугольники - прямоугольники
(рис.З), то тоже О Ѕ 5*/Р. Р“с- 3

Неужели всегда будет выполняться это странное неравенство:
, 5* г ОР ? (5)

Попьптса опровержетшя '

Рассмотрим еще один, менее симметричный пример, когда
многоугольник Ѕ вырождается в треугольник ОАС, а много-
угольники Р и О - в параллельные четырехугольники ОАВС и
ОСЕН (рис.4). Условимся обозначатъ сами многоугольники
теми же буквами, что и их площади: .Ѕ`, Р и О. (Можно
представить себе, что на рисунке 4 изображены три п-угольника
(п - произвольное, п 2 4), у которых все вершины, кроме двух
у Ѕ и трех у Р и О, расположены
чрезвычайно близко к точке О. Ясно, А
что если нам удастся построить выро-
Жденный пример, в котором 52 < РО, В
то, слегка его єпошевеливэ, мы сможем
получить пример с настоящими, невы-
рожденными п-угольниками.)

Будем считать, что вершины О, А, В, С
зафиксированы, а Е может передвигаться по
отрезку АС (при этом точки О и Н передви- \
гаются по отрезкам ОА и ОС). _ Н

Заметим. что если Е попадет в точку Бо Рис. 4
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пересечения ОВ и АС , то четырехуголь-
ники подобны и 52 = РО. Действительно,
в этом случае отношения площадей Р/5.
Ѕ/О и соответствующие отношения пло-
щадей треугольников, на которые делятся
Р, Ѕ и 8Апряь1сЗіВОВ, 13% равны отноше-
І-ІНЯМ -бы - Щ - Щ (РНС.5).

Теперь найдем, при каком положении
точки Е на отрезке АС сумма площадей

. С двух треугольников АСБ и НЕС мини-
0 мальна. Пусть Н' - точка пересечения

Рис. 5 прямых АВ и СВ, С' - прямых СВ и АВ
А С' Д) (В - четвертая вершина параллелограмма

ОАВС, рис.6), М, и М2 - площади

А в

Е делит отрезок АС в отношении Ё? =
_ треугольников АН'С и АО'С . Если точка

Н неО
= Ё (0 < т < 1). то сумма площадей
треугольников АОЕ и НЕС равна

М<|Ё2 + -Ё)2 = (МІ + _ + М2

О М= ' = ї2_Рио. 6 и минимальна при 1? І МГ* М2 . т.е.
9 І МДЛЯ ТЕІКОН ТОЧКН Е , КОТОРЗЯ ДЄЛНТ ОТРВЗОК АС В ОТНОШЄННН Ё- = ТІЗ- .

- І 1
А площадь О четырехугольника ООЕН (при фиксированных точках О,
А, В, С) при этом положении Е = Е ' максимальна.

Упражнение 5°. Через точку Е на диагонали АС трапеции АВСІ)
проводится прямая, параллельная основаниям трапеции и пересекающая
боковые стороны АВ,и СВ в точках С и Н. При каком положении точки
Е сумма площадей треугольников АОЕ и ЕНС минимальна?

= Ё "'Ответ. Когда ЕС ВС, т.е. когда точка Е совпадает с точкои
пересечения диагоналей (и СЕ = ЕН).

Итак, мы знаем, что для Е = Е0 выполнено равенство О =
= 52/Р,а для Е = Е' площадь больше!

Неудача в попытке построить пример, опровергающий не-
равенство (5), может постигнуть нас только в том случае, если
всегда, при любом выборе точки В внутри треугольника АВС,
точка Е' совпадает с Бо, т.е. выполняется равенство

іёд ± 14.2. ` (7)
ЕОС М, .

(Где Мп Т Ѕмтгст М: = 5мо'с)~
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Казалось бы, почему эти отношения должны быть связаны
друг с другом? ›

Подтверждение птпотезы `× ,
Однако оказывается, что равенство (7) всегда верно. С
Докажем его, используя понятие центра тяжести. '
Поместим в вершинах параллелограмма ОАВС массы так, чтобы

центр тяжести масс тд и тд попал в точку С', масс гид и тд - в
точку Н', масс то и т,, - в середину диагонали параллелограмма:
возьмем

т,д,=т0=1, п1,,=Т,п1с=Т--,
'І

где М = Ѕ,,__,,,,,, М, н М, - такие, как в (7). Тогда центр тяжести трех
масс тд, тд, тс окажется в точке В пересечения прямых АН' и СС',
а значтп', центр тяжести всех четырех масс лежит на отрезке ОВ. С
другой стороны, пару то и тд можно заменить парой масс, тоже
единичных, расположенных в вершинах А и С параллелограмма ОАВС,
поэтому центр тяжести все четырех масс тд, тд, то, тс совпадает с
ЦВ!-ІТРОМ ТЯЖЄСТН ДВУХ % И Ё , ПОМЄЩЄННЫХ СООТВЄТСТЪЕННО В ТОЧКН

2 І

А и С, и делит отрезок АС, в отношении М, : М,. Итак, мы доказали,
что отрезок ОВ делтгг отрезок АС в отношении М, : М,. т.е. Е ' = В,,.

Упражнение 6'. Пусть прямая І пересекает стороны АВ и АВ
параллелограмма АВСО в точках О н Н . диагональ АС - в точке Е
Докажите, что

- .×1.€.=Ё+Щне ло ян"
Таким образом, наша попытка построить пример, опро-

вергающий неравенство (5), провалилась. І-Іо можно взглянуть
на ситуашаю с другой то=пси зрения: из гипотезы, что неравенство
(5) всегда выполняется, мы получили неожиданное следствие
- равенство (7) - и смогли его доказать. Это обстоятельство,
конечно, сильно укрепляет веру в справедливость такой
гипотезы.

Мы рассказали только о некоторых попытках опровергнуть нера-
венство (5). На самом деле их было гораздо больше - здесь выбраны
только те, которые удалось изложить коротко (упражнения со значком',
хотя и не имеют прямого отношения к задаче, призваны выделить
основные соображения, используемые в наших доказательствах). По-
следняя попы'п<а, приведшая ки равенству (7), в действительности стала
переломным моментом в решении задачи: сомнений, что неравенство
52 ЗРО всегда выполняется., уже не оставалось, и все силы были
направлены на то, чтобы это доказать. Однако Ьи здесь далеко не первая
выбранная тропинка вела к цели. ~
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Заманчивые тупики
Вот, например, попытки доказать утверждение задачи, ис-

пользующие разбиение п-угольника на треугольники и четы-
рехугольники.

Упражнения
7. Из произвольной точки внутреннего многоугольника О проведем

лучи. проходящие через все вершины многоугольника $,` и обозначим
через 5,. 2. О, (і = І, 2, п) части площадей 5, Р и О. заключенные
в углах между соседними лучами (рнс.7). Докажите, что для каждого
і верно неравенство 5,* 2 ОД.

Ё рис. в«ЁАт”атш »ЩЮ»
8. Разобьем езазорь между контурами многоугольников Р и О на п

трапеций Т, (рис.8). а) Докажите, что О можно разбить на части О: так.
что (_): лежит между продолжениями боковых сторон трапеции Т,.
6) Докажите, что при таком разбиении для площадей (_): . Ц* = 0:02 и
Ѕ,' = (ЅПТ;)[,ІО, выполняется неравенство (31) 2 Р;О,'.

9. Пусть 5,* 2 ВО, для каждого і = 1. 2, п. Следует ли отсюда, что

(І-я›* 2 (гехгот '
Ответ. Нет, не следует.

Попробуем перевести задачу на язык алгебры и доказать
полученное неравенство.

Средний - лишний
В одном отношении эта попытка оказывается успешной: она

позволяет упростить нашу задачу, выбросив из нее упоминание
о апромежуточномъ многоугольнике Ѕ и оставив только Р и О.
Вот как это получается.

Обозначим стороны внутреннего многоугольника О через а,,
параллельные им стороны Р - через Ь, (і = 1, 2, ..., п; теми же

' Здесь їх, обозначает сумму х, + + х_.
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буквами мы будем обозначать и длины сторон); расстояния
между прямыми, на которых лежат а, и Ь,, - через 11,. Тогда

П П , ,

Ѕ=О+-Ё-ї:а,І:,,Р=О+%2"(а,+!э,)І:,. (8)

Уже отсюда видно, что п-угольник Ѕ особенно не нужен: если
его вершины двигать по сторонам Ь, (от этого он превратится В
2п-угольник, рис.9). то площадь .Ѕ` не меняется. Введем такие
обозначения:

1 " 1 "к=ї2:,а,п,.т=ї:(а,+ь,)/,_ (9)

Тогда гипотетическое неравенство (5) запишется так:

,(с;›+ я)* 2 о(о+т),
или, после упрощений' 4 \

КЗ 2 О(Т 212).

Введем еще одно обозначение: Ь І

1 п Ф 'Ак=.т-2к=52(ь,-а,)ь,; (10) %'=:._~:Ы
т-1 е Рис. 9

и тогда наше неравенство примет тот же вид, что и (5):

дкдгок,  (11)

'\

- но с той приятной разницей, что теперь все величины
относятся только к двум параллельным многоугольникам .и их
взаимному расположению.

Упражнение 10. Верно ли, что Т > 212, т.е. К > 0?
Ответ. Не всегда. (Впрочем, если К < 0, неравенство (11), а

следовательно, и (5) очевидны.)

Попытаемся теперь доказать, что для любых параллельных
выпуклых п-угольников, один из которых лежит внутри другого,
неравенство (11) выполняется.

Сразу же отметим, что это утверждение, по крайней мере на
первый взгляд, значительно более сильное, чем (5): ведь не
всегда между двумя параллельными многоугольниками можно
вставить третий: «щель» между ними может оказаться слишком
большой (рис.9). Правдоподобно ли предположение (11) во всех
случаях?
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Из пары - семейство -

Мы сейчас увидим, что наше обобщение довольно удачно:
неравенство (11) выражает некоторое естественное свойство
целого семейства параллельных многоугольников.

Получается это семейство из данных двух многоугольников О
и Р очень просто. Представим себе, что п точек, совпадавших в

Ь момент времени І = 0 с вершинами
многоугольника О, начали двигаться --
каждая со своей постоянной скоростью
-- так, чтобы в момент времени г = 1
попасть в соответствующие вершины
многоугольника Р (рис.10). В любой

_ момент времени І (по крайней мере
между О и 1 ) эти п точек будут, очевидно,

У вершинами выпуклого многоугольника,
параллельного О и Р. Обозначим этот
многоугольник (а также его площадь)

через Р(І). Поскольку длины сторон п-угольника Р`(і) и их
расстояния от параллельных сторон О изменяются со временем
равномерно, имеем

Сх\/

Рис. 10

го) = о + (ад ' Т ь*')"'* = о + га: + ке. <12›
Мы видим, что Р`(і) выражается, как функция времени 2,

квадратным трехчленом; неравенство же (11) означает, что
дискриминант этого грехчлена К2 - ОК должен быть больше или
равен нулю. Неогрицательность днскриминанта эквивалентна
утверждению, что трехчлен Р(І) имеет вещественный корень
(но, конечно, этот корень никак не может оказаться на отрезке
[0, 11, где Р`(І!) > 0 по самому определению).

Упражнения
ІІ. Докажите, что дискриминант квадратного грехчлена

Р"(:) = І-'(0 + Вт) = (О+ 2Вс: + Ка): + 2(К+ Ке:)|3: + КВЗІІ
имеет тот же знак, что и дискриминант Р`(2) (здесь сх и В - любые
числа, а гг 0).

Замечание. Замена г на ст + Вт означает просто выбор другого начала
отсчета и другой единицы масштаба на оси І. Отсюда следует, что
неотрицательность днскриминанта -- это свойство всего семейства Р(!)
параллельньтх многоугольников, не зависяшее от того, какие нм_енно два
из них О = Р(0) и Р = Р(1) соответствуют т= О н І = 1.

12'“. Со дна колодца глубиной І: рабочий бросает камень вертикально
вверх с начальной скоростью е. Вылетит ли камень из колодца?
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Ответ. Да, если дискриминант грехчлена у(г) = -Ь + от - (912)/2
1положителен (9 - ускорение свободного падения камня): е > 2911.

Итак, мы облекли нашу гипотезу (5) в форму следующей
теоремы:

Пусть прямые, на которых лежали стороны выпуклого п-
угольника, в момент времени г = 0 начинают равномерно
двигаться - так, что каждая перемещается со своей скоростью,
оставаясь параллельной первоначальному положению, и все они
до момента 2 = 1 по-прежнему являются сторонами выпуклого
п-угольника РП). Тогда:

1) Площадь Р(Е) как функция І выражается квадратным
трехчленом: -

г(:)=<;›+2я:+к±*(оЅ:з1). `
2) дискриминант этого трехчлена неотрицателен: “

К2 - ОК 2 0.
З) Дискриминант равен нулю в том и только том случае,

если п-угольник не меняет со временем своей формы (остается
подобным первоначальному).

Теорему-то мы сформулировали... Но вот верна ли она -
хотя бы для треугольников? '

Семейство треугольников
Два треугольника с параллельными сторонами обязательно

подобны, а три прямые, соединяющие соответствующие вершины,
пересекаются в одной точке (рис.1 1).

Последнее утверждение становтггся оче- ,
видным, если представить себе, что один из
треугольников приподнят над плоскостью
чертежа - перенесен в параллельную плос-
кость: тогда три плоскости, проходящие
через пары параллельных сторон треуголь-
ников, - плоскости граней усеченной пира-
миды, основаниями которой служит наши
треугольники, - пересекаются в одной точ-
ке. В этой точке будут пересекаться и пря-
мые, соединяющие вершины треугольников,
- продолжения боковых ребер усеченной
пирамиды. Спроектировав всю картину
вновь на плоскость чертежа, получим, что
упомянутые три прямые действительно пе-
ресекаются в одной точке О. Рис. 11
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\ ' ' Семейство параллельных треуголь-
\ / ников, заданное для моментов времени

І г от О до 1 , можно естественным образом
) 1 продолжить на всю ось Е «от минус

(Ь3*? бесконечности до плюс бесконечностш:
/ в некоторый моментг= со треугольник

«Ё \ обратится в точку О, а затем будет
И вновь расти; при этом его положения

(\ / ) до момента 1,, и после 1,, соответственно
І/ \\ симметричны относительно точки О.

(На рисунке 12 изображен случай,
р,,,с_ 12 когда точка О лежит вне треугольников;

наши рассуждения применимы и к
этому случаю: в формулировке теоремы мы предусмотрительно
не оговорили того, в какую сторону - вне или внутрь мно-
гоугольника - должны двигаться прямые; позже мы увидим, что
это несущественно.) Площадь треугольника в момент времени
1? = 1,, обращается в нуль, а при любом І пропорциональна
квадрату линейных размеров, т.е. пропорциональна квадрату
разности (І - С,,):

2РИ = 00 - 10) ›
где с - постоянное положительное число.

Дискриминант такого квадратного грехчлена равен нулю,
и значит, все три пункта нашей теоремы в случае п = 3
выполняются безоговорочно.

Упражнения
13. Докажите, что прямые, соединяющие соответствующие вершины

двух параллельных многоугольников, пересекаются в одной точке тогда
и только тогда, когда многоугольники подобны.

_ 142 Четыре точки движутся по плоскости равномерно и прямолинейно
(каждая - по своей прямой и со своей скоростью). Известно. что первая
н вторая точки встречаются с каждой из остальных. Докажите, что
третья и четвертая точки встречаются между собой.

15. Проверьте справедливость теоремы для случая, когда исходный
многоугольник - параллелограмм.

16°. Проверьте, что нашу теорему можно сформулировать так: если
в аквариуме с плоскими наклонными стенками (каждая из п 2 З стенок
имеет свой наклон) вода равномерно испаряется. то скорость испарения
воды Ѕ(І) в момент времени І выражается квадратным грехчленом от І;
его дискриминант неогрицателен, причем равен 0 в том и только в том
СЛУЧЗЄ, ЄСЛІІ ПЛОСКОСТІІ СТЄНОК ПЄРЄСЄКЄІІОТСЯ В ОДНОН ТОЧКЄ.

Осталось самое главное (и трудное): доказать теорему для
произвольного п 2 4,.
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Было бы очень соблазнительно и в общем случае - для
любого п - продолжить нашу положительную функштю Р`(±),
определенную первоначально для Ее [0, 1], на всю ось г и
доказать, что при некотором г = Ґ ее значение будет от-
рицательным или равным нулю - отсюда следовало бы, что
дискриминант грехчлена Р(г) неогрицателен. Но сделать это
сразу для произвольного п трудно. Поэтому воспользуемся
индукцией.

Прнклеим уголок
Предположим, что при некотором п 2 З наша теорема доказана,

и докажем ее справедливость для семейства параллельных
(п + 1)-угольников, представив (п + 1)-угольник как п-угольник
с отрезанным углом.

Лемма. У любого т-угольника ( т 24), за исключением
параллелограмма, найдутся два соседних угла, сумма которых
больше 180'.

Действительно, выписав все т сумм двух соседних углов много-
угольника и сложив эти т слагаемых, мы получим удвоениую сумму
всех тп углов: 2 - 180° ' (т - 2): поэтому хотя бы одно из тп слагаемых
не меньше

2-1во°(1-3-)= 1зо°(2-3-)г 1зо°.
т Ш

Равенство возможно только если тп = 4 и каждое из (четырех)
слагаемых равно 180'.

Возьмем теперь любой (п + 1)-угольник из данного семейства.
Можно счгп-ать, что наш (п +1)-угольник - не паралле.погра.мм

(этот простой случай разобран в упражнении 15). Пользуясь
леммой, продолжим две стороны (п + 1)-угольника так, чтобы
снаружи образовался треугольник, составляющий вместе с
(п + 1)-угольником выпукдый п-угольник (рис.13). Обозначим
площади (п + 1)-угольника, треугольника и их объединения в
момент времени І! (0 Ѕ І: Ѕ 1) через Р,,,,(€), Рд(г) и Р,,(г)
соответственно. Тогда

Р..,.(1)= 5.0) - 50)- (14)
По доказанному Р,_(г) - квадратный трехчлен, неотрица-

тельный при всех вещественных 15. По предположению индукции
Р;,(!) - квадратный трехчлен с неотрицательным дискрими-
нантом, т.е. существует Ґ , при котором Р,,(т') Ѕ 0. Значит, Р,,,,(і)
- тоже квадратный трехчлен от І (причем равенство (14)
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ПОЗВОЛЯЄТ ОПРЄДЄЛНТЬ ЄГ0 ДЛЯ ВСЕХ ЗНЗЧЄННИ

г!) и Р],,_,,(г') 5 0, т.е. дискриминант его
Р неогрицателен.

" Этот дискриминант равен нулю тогда и
только тогда, когда все три грехчлена
имеют один и тот же кратный корень І = 2,,
(см. (13)). При этом, по предположению
индукции, п-угольник Р,,(2) остается по-

Р Ю добным самому себе, стало быть, величина
ис.

,/Е,,(±) и длины всех сторон п-угольника
Е,,(г) пропорциональны |! - г,,|. То же самое верно и для Р,,(і), а
следовательно, и для Р],,,,(і). Обратное очевидно: если сохраняет
форму Р`,,+,(І), то ее сохраняет каждый из многоугольников Р,,(г)
и Г,,(!). Теорема доказана.

Упражнения
17. Постройте пример семейства невыпуклых пятиугольников, для

которых дискриминант грехчлена Р(І) будет неположительиым.
18°. Докажите, что:
а) для любых вещественных р,, р_, а,, Ь,

(игл + тп- - -+т›..ч..)1 Ѕ (113 + т›Ё+-- -+т›.ї)(ч$ + чЁ+- - -+ч3) :
6) (Ра. - ига-~ --т›..ч..)2 2 (РҐ - РЁ-----т›ї){чЁ - чЁ-- ~ --чї) .

если обе скобки справа неотрицательны.
В каких случаях достигаются равенства?
19. Каков ответ в задаче, сформулированной в начале статьи?
20. Докажите, что для любого выпуклого многоугольника Р* > 41т5 ,

где Р - периметр, Ѕ - площадь многоугольника (ензопериметрическое
неравенство›).

В заключение отметим, что теорема, к которой мы пришли,
имеет Целый ряд интересных обобщений и следствий. Многие из
них, относящиеся к пространству любой размерности (теорема
Брунна, 1887 г.; неравенства Брунна - Минковского), обсуж-
даются в книге Г.Хадвигера «Лекции об объеме, площади по-
верхности и изопериметрииъ (<Наука›, 1966 г.), где наши се-
мейства параллельных многоугольников называются линейными
семействами или линейными пучками множеств.



СЛОЖЕНИЕ ФИГУР

Н. Васильев

По-видимому, каждый из читателей поймет, что от него
требуется, если его попросят сложить из трех одинаковых
треугольников трапецию или из четырех уголков - уголок вдвое
большего размера. Но в этой заметке пойдет речь о «сложении»
совсем другого рода. Суммой двух треугольников у нас будет,
как правило, выпуклый шестиугольннк, суммой двух одинако-
вых кругов - круг вдвое большего радиуса, а суммой двух
отрезков - параллелограмм. Чтобы отличить операцию, о
которой мы будем рассказывать, от обычного <объединения›, ее
называют «векторной суммойь или «суммой Минковского› - по
имени изучившего ее замечательного немецкого математика
Германа Минковского (1864 - 1909). Наиболее интересные
применения этого понятия относятся к выпуклым телам в трех-
мерном и вообще п-мерном просгранстве. Но мы будем иметь
дело главным образом с плоскими фигурами.

Поводомдля этой замепси послужилазадача МЗЗ0 из «Задачни-
ка <=Кваъп-а›, которую мы здесь решим. Вот ее формулировка.

На плоскости расположены два выпуклых многоугольника Р и С.
Обозначим через Н множество точек, в которые может попасть
середина отрезка, один конец которого принадлежит Р, второй -
6. Докажите, что Н - выпуклый многоугольник.

а) Сколько сторонможет иметь Н, если Римеет их п,, а О -
гч? '

6) Каков может быть периметр Н, если периметр Е равен Н, а
О - Р ?

в)" 2Какова может быть площадь Н, если площадь Р равна 5,, а
площадь О - .Ѕ`,?

Множество середин
Начнем с разбора более простой задачи.
Задача 1. Даны два отрезка АВ и СВ. Найдите множество

точек, в которые может попасть середина отрезка, один конец
которого Р лежит на АВ, а другой конец О - на СО.
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Решение. Рассмотрим сначала общий случай, когда отрезки
АВ и СО не параллельны. (Частный случай АВ ІІСВ мы обсудим
ниже.) Обозначим середину отрезка РО через М. Зафиксируем
сначала положение точки О. Если Р пробегает весь отрезок АВ,

а) 6) С

О Б

В В

14 А
в) г)

В
С

ЖЕА С

В

Рис. 1 А

то при этом М пробегает среднюю линию треугольника ОАВ
(рис.1,а) - отрезок с концами в серединах отрезков ОА и ОВ.
Если теперь заставить точку О пройти весь отрезок СВ, то
средняя линия треугольника ОАВ, очевидно, заметет целый
параллелограмм (рис.1,б) -- вершинами его будут середины
отрезков АС, АВ, ВС и ВО.

Заметим, что если АВ и СО пересекаются, то искомое множество -
параллелограмм с вершинами в серединах сторон выпуклого четыреху-
гольника АСВВ, а если АВ и СО не лежат в одной плоскоспт, то наш
параллелограмм получится в сечении тетраэдра АВСІЭ плоскостью,
параллельной АВ и СО и проходящей посередине между ними.

Выясним, во что превратится этот параллелограмм, когда
отрезки АВ и СБ параллельны. (Можно считать, что они и
одинаково направлены.) Если АВ и СВ принадлежат различным
параллельным прямым, то АВОС - трапеции, а середины М
отрезков РО заполняют среднюю линию этой трапеции (рис.1 ,в)
- отрезок с концами в серединах отрезков АС и ВП.

Такой же ответ получается и в том случае, когда АВ и СО
принадлежат одной прямой. Здесь, чтобы не разбирать различ-
ных расположеннй точек А, В, С, В на прямой, удобно перевести
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задачу на язык алгебры. Будем считать, что наша прямая -
числовая ось, координаты данных точек - яд, яд, Ігс, яд (яд <
< яд, Ігс < кд), и воспользуемся таким фактом: множество чисел
(хр + 1:0)/2, где хр е[Іг,,,іг,,], хо є[ІтС,1г,,] - отрезок [(Ё,, + яд)/2,
(Ігс + яд)/2] (рис.1,г). Заметим, что длина полученного отрезка
равна (АВ + СО)/2.

Задача 1 полностью решена. В дальнейшем мы не будем столь
пунктуальны в изложении решений и доказательств - многие
детали оставлены читателям.

Условимся, что граиичные точки всех рассматриваемых фи-
гур (многоугольников, кругов, полуплоскостей) принадлежат
этим фигурам. Следующее определение позволит нам избежать
повторения слов: «отрезков», «середина›, «конец›.

Определение 1. Пусть заданы две фигуры Р и О (два
множества точек на плоскости или в пространстве). Назовем
полусуммой этих фигур множество всех середин отрезков, один
конец которых принадлежит Р, а другой - О. Обозначим это
множество так: Р`*О.

Пример 1. а) Если н Р, и О состоят из одной точки: Р = {Р},
О = {О}, то Р=І=О - тоже одна точка (середина отрезка РО).
Будем обозначать ее Рч-О.

б) Если Р - отрезок, О - одна точка (Р = АВ, О = {О},
рис.1,а), то Е-НО - отрезок длиной АВ/2.

в) Если Р и О - параллельные отрезки АВ и СВ, то Р* О -
параллельный им отрезок длиной (АВ + СВ)/ 2 («средняя
линия», рис.1,в,'г).

г) Если Р и О - непараллельные отрезки: Е = АВ, О = СВ,
то Раб - параллелограмм с вершинами А*С, АЦ), ВЦ),
В*С (рис.1,б).

Пример 2. Полусумма двух прямоугольников Р и О размера-
ми а× Ь и с×а', у которых стороны а и с параллельны, -
прямоугольник размерами (а + с)/2 × .
×(Ь+с_т)/2 (рис.2). _ д

Деиствительно, в системе коор- , 
динат Оху, у которой ось Ох парал- _.
лельна сторонам а и с, координаты _ _ _,_1_,,
х точек прямоугольников Р и Отгро- (Ьт 4)/2
бегают отрезки длиной а и с, коор- --
дннаты у - отрезки длиной Ь и ті, а ' ",Е
полусуммы э-тх координат - отрез- - - - С
ки соответственно длиной (а + с)/2 и
(Ь + аї)/2. (Здесь вновь пригодился рт; 2
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тот «очевидный фактэ, который мы использовали в конце
решения задауи 1.)

4 1

-_ Задача 2. Найдите полусумму следующих двух фигур:
` а) двух непараллельно расположенных прямоугольников:

б) правильного треугольника н его стороны;
в) двух треугольников. на которые квадрат разрезается диагональю;
г) квадрата и правильного треугольника, имеющих одну общую

сторону;
д) отрезка и круга;
е) двух окружиостей разных радиусов;
ж) полуокружности с самой собой;
з) полуокружностей, составляющих вместе окружность;
и) одна фигура - две соседние стороны правильного пятнугольника,

другая три остальные его стороны.
Решение задачи 2,а). Будем действовать так же, как при решении

задачи 1. Зафиксируем точку Р прямоугольника Р (рис.З). Тогда
множество точек Р. О, где О пробегает О, - прямоугольник {Р} - О,
гомотетичный О с коэффициентом 1/2 (и с центом гомотетии Р). Мы
должны теперь взять объединение всех прямоугольников {Р}ч=С›, где Р
пробегает Р. Нетрудно видеть,

її* Ад д<Е>
Рё Щ

Рис. 3 Ф Рис. 4

что нужное объединение Рч-О (фигура, заметаемая зашгрихованным
прямоугольником на рис.З, когда его нижняя вершина пробегает серый
прямоугольник, гомотетичный прямоугольнику Р с коэффициентом
подобия Ё) - выпуклый восьмиугольник, стороны которого парал-
лельны сторонам данных прямоугольников, а по длине равны их
половинам.

Сопоставляя задачу 2,а) с предшествующим ей примером 2, мы
видим, что форма фигуры Раб может существенно измениться при
повороте одной из фигур Р или 6.

Восемь ответов к пунктам б) - и) задачи 2 в беспорядке приведены
на рисунке 4.
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Задача З. Найдите полусумму следую- К 7/7
щих фигур в пространстве:

а) двух параллельно расположенных
прямоугольных параллелепипедов:

б) отрезка и многоугольника, не лежа-
щих в параллельных плоскостях:

в) окружности и шара;
г) двух противоположных граней пра- А

вильного октаэдра (рнс.5):
д) двух половинок шара, разрезанного рт- 5

диамегральной плоскостью.

ад,\

Полусумма выпуклых миогоуголышков
Напомним, что множество точек Р называется выпуклым,

если для любых двух точек Р и О из Р весь отрезок РО
содержится в Р.

Возможно, вы заметили, что находить полусумму выпуклых
фигур проще, чем не выпуклых, причем

если Р и О - выпуклые фигуры, то Р`#Сг - тоже выпукло.
Докажем это. Пусть М, и М, - произвольные точки из Р#С.

Тогда М, = Р¦±О,, М, = 11,* О, при некоторых Н є Р, Р, е Р,
О, є 6, О, е О . Поскольку Р и О выпуклы, то НВ С Р и
О,О, С О. Тогда (Ндч О,О,) сР=І=(3. но, как мы знаем (пример
1), полусумма отрезков - параллелограмм, причем точки М, и
М, - его вершины (параллелограмм может выродиться в
отрезок, содержащий точки М, и М,). Раз фигура Раб содер-
жит этот параллелограмм, она содержит и отрезок М,М,:
Раб: ЦВ,==О,О,: М,М,.

Из примеров, встретившихся в задачах 2,а) - и), видно, что
полусумма выпуклых многоугольников Р и О - многоугольник,
стороны которого параллельны сторонам Е и (3, но вдвое короче.
Доказать этот факт (и даже точно его сформулировать) проще
всего, представив выпуклый многоугольник как пересечение
полуплоскостей.

Будем говорить, что две полуплоскости ст, и ст, имеют
одинаковое направление, если о, Э о, или О, Э 0,. Разумеется,
края таких полуплоскостей І, и І, - параллельные прямые, а
их полусумма о,*о, - полуплоскость того же направления,
края которой - прямая І, ж 1,, расположенная посередине между
І, и 1,. (Докажите это аккуратно!)

' Мы используем обычные обозначения: РПО - пересечение фигур
Р и О, РОО - их объединение, О с Ґ-` (или І-` Э О) означает, что О
содержится в Е, Рє Е - что точка Р принадлежит Е.
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Назовем полуплоскость о,- опорной для многоугольника Р,
если ст, :› Р и пересечение Р с граничной прямой І, полуплоскос-
ти 0,, непусто. Это пересечение 1,- ПР назовем опорным множес-
твом. Ясно, что для каждого направления о есть своя опорная
полуплоскость. Соответствующее ей опорное множество - либо
одна точка (вершина многоугольника), либо отрезок (сторона
многоугольника). Опорное множество мы обозначим Р,.

Пусть Р и С - два выпуклых многоугольника, ст, и об - их
опорные полуплоскости одного и того же направления, Р, и О,
- соответствующие опорные множества. Легко найти опорное
множество того же направления для полусуммы Р* О: оно равно
полусумма опорных множеств Р, и 0,, т. е.

(Ра О), = Р,-г 0,.
Действительно (рис.6), середина М любого отрезка РО, где

Р є Р, О є 6, лежит в полуплоскости ст, =І= об = ст,-,,,, причем на
граничную прямую полуплоскости ст,-,О точка М может попасть
в том и только в том случае, если одновременно Р е Р, и О е С,.

Теперь мы можем сформулировать
___- -'Р удобное правило, поволяющее найти

..- *Р полусумму Р*Сг выпуклых многоу-
гольников Р и О.

ОР "\__\ Нужно рассмотреть каждое та-
кое направление о, для которого

1:0 хотя бы одно из соответствующих
опорных множеств Р, и О, является
отрезкам (стороной Р или С), и
построить полусумму Р, и О, -
отрезок Р,,* О, (пользуясь примера-
ми 1,б), в)). Объединение всех этих

(,,.,,О)0 отрезков Р,=І= С, по разным направле-
ниям о* - граница фигуры Р*Ст.

___,____ __ Применение этого правила иллюс-
об ,______.--"" 0 І грирует рисунок 6, где каждому из

,,.,,,,,,,.,,.._-: _ _ _ _ __ направлении о соответствует свои тип
Со линии. Ясно, что опорные множества

рт, 5 Р,, 0,, а значит, и (Р=І= С), = Р,=І- О,
для остальных «промежуточным на-

правлений состоят из отдельных точек (вершин соответствую-
щих многоугольников). Мы уже доказали, что фигура Рч-О
выпукла. Теперь, найдя ее границу, мы видим, что Р==О -
выпуклый многоугольник, причем направления его сторон - те
же, что у Р и О.
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Задача 4. а) Докажите, что если о и т - полуплоскости разных
направлений, то оч-т - вся плоскость.

б) Попробуйте решить задачи 2,а) - г), пользуясь правилом.
сформулированным выше.

в) Приведите пример пятнугольника Р и треугольника О. для
которых Раб имеет 5, 6, 7 и 8 сторон.

Теперь уже легко дать ответы на вопросы а) и 6) задачи МЗЗ0:
а) количество сторон полусуммы п, -угольника и п, -угольни-

ка может быть любым числом, которое не больше п, + п, и не
меньше, чем наибольшее из чисел п,, п,; _

6) периметр Рч=О равен полусумме периметров Р и 0.2
Найти ответ на вопрос в) задачи МЗЗО и обосновать его

намного труднее. Мы узнаем его позже. А пока расскажем о том,
что такое сумма и линейная комбинация фигур.

Суммы и линейные комбинашти фш'ур
Мы очень много раз использовали слово «полусуммы и

заменяюший его значок ч= . Пора сказать, что такое сумма двух
Флот.

Зафтшсируем некоторую то=п<у О (начало отсчета или полюс).
Определение 2. Множество всех концов М векторов

Ь оїч = б'Р+ бо,
где Р и О - произвольные точки фигур Р и О соответственно,
называется суммой (или суммой Минковского) фигур Р и С
(рис.7). Сумма Р и О обозначается Р + О.

О 0
Рис. 7 Рис. 8

Определение 3. Множество всех концов М векторов
А-Ь -›

ОМ=3.-ОР,-
\
І .

2 Действительно, если длину точки считать равной 0. то длина (Рч Ст),
равна полусумме длин Р, и О,для каждого направления о.
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где Р - произвольная точка фигуры Р, 1 - данное положитель-
ное число, называется произведением Р на Ж (рис.8). Эта фигура
обозначается ?.Р.

Пример 3. «Полусуммаъ Р-=О (определение 1) есть как раз
%(Р, + Е, ); ведь условие О_М = %(СїР + ОНО) означает. что М
- середина отрезка РО.

Фигура АР + |.1(3, где А и |.1 - положительные числа, мы
будем называть линейной комбинацией фигур Р и О.

Пример 4. Линейная комбинация ).Р + 116 прямоугольников
а×Ь и с›-сд, у которых стороны а и с параллельны (как в
примере 2), - прямоугольник (М + |.1с) ×(Ъ.Ь + |.иі).

Задача 5. Как выглядят линейные комбинации М* + 110 тех фигур
Р н (3, полусуммы которых требовалось найти в задачах 2 - 4?

Задача 6. Докажите следующие свойства введенных операций:
1)Е+Р,=Р,+Р,; 1
2) (Р, + Р,)+ Р,, = Р, +(Р, + Р,,);
З) 1.(|.1Р)=(7ц.т)Р;
4) 3.(Р, + Р,) = 1І*,+ 1Р,;
5)если Р,сР,,(3,с6,.то 7\.Р,+рС:,с7!.Р,+рС`›,; _
6) АР + рР э (З. + р)Р: если Р выпукло, то АР + |.1Р = (А + р)Р;
7) 1(Р\.І6)= АРШЮ и Н + (РОО) = (Н + Р)Ц(Н + О):
8)А(РГ16)=7ьРП1\.0 и Н+(РПО)с(Н+Р)Г`(Н+О);
9) если Р и С - выпуклые многоугольники на плоскости с

периметрами Щ и Р,,, то ХР + р(3 - выпуклый многоугольник
периметром АР, + рР,;

10) если А + р = 1, то линейная комбинация АР + |.ъ(і не зависит от
того, в какой точке О помещен «полюс›._

Вообще говоря, при другом выборе полюса О и при параллельном
переносе данных фигур Р и О линейная комбинация 1, + р,(3 меняется,
но не существенно - она просто подвергается параллельному переносу.
Таким образом, если условиться две фигуры, получающиеся друг из
друга параллельными переносами, не различать, считать эквивален-
тными, то можно не указывать, где выбран полюс - результат АР + 116
будет однозначно определен.

Заметим, что любая линейная комбинация ХР + |.1О фигур Р
и О получается из «нормированной› комбинации -,,Т%-І-ІР +
+ 1-йб (такой, у которой сумма коэффициентов равна 1)
умножением на число-( А + |.1 ), т.е. просто гомотетией. Таким
образом. линейные комбинации с 1-+ р. за 1 не дадут новых по
форме фигур. 1 1
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Опишем один способ представить себе все нормированные линейные
комбинации двух выпуклых многоугольников Р и О. Перенесем один из
них (ие поворачивая) в параллельную плоскость и построим «выпуклую
о6олочку› Р и С - выпуклый многогранник, все вершины которого
совпадают с вершинами І-` и С (например, правильный октаэдр на
рисунке 5 - выпуклая оболочка верхнего и нижнего треугольников: его
«среднее сеченне› - полусумма этих треугольников). Тогда сечения
этого многогранннка плоскостями. параллельными Р и О, дадут как раз
линейные комбинации М* + 116. где 1+р =1; отношение 1/р равно
отношению расстояний от секущей плоскости до плоскостей Р и Ст.

Следующие пять задач с разных сторон иллюстрируют поня-
тие «суммы Минковского›. е

Задача 7. Из точки О. лежащей на границе полуплоскости. внутрь
полуплоскости направлено п векторов длиной 1 каждый. Докажите, что
если п нечетно, то длина их суммы не меньше 1.

Задача 8. Пусть Р - выпуклый многоугольник. Ѕ - его площадь.
Р - периметр, К - круг радиусом 1 с центром О. Докажите, что
площадь фигуры Р + рК (р-окрестности многоугольника Р) равна
5 + рР + р*п. Напишите аналогичную формулу для объема р -
окрестности выпуклого многоугольника.

Задача 9. Докажите, что следующие три свойства выпуклого много-
угольника Р эквивалентны: (1) Р имеет центр симметрии; (2) Р можно
разрезать на параллелограммы: (З) Р есть сумма нескольких отрезков.

Задача 10. Докажите, что следующие два свойства выпуклого
многогранника зквивалег-ггны: (1) все грани Р - параллелограммы; (2)
Р есть сумма нескольких отрезков, никакие три из которых не парал-
лельны одной плоскости. Сколько граней имеет такой многогранник,
если количество отрезков - 1:?

Задача 11. От незагашенного окурка в одной точке загорелся лес.
Ветер дул в течение времени 1, со скоростью Ё: ,затем 2, - со скоростью
12, 1,, - со скоростью и, . Пожар распространяется от загоревшихся
участков со скоростью ветра (причем эти участки продолжают гореть).
Какой участок выгорел за это время? А если пожар, кроме того.
распространяется равномерно по всем направлениям со скоростью и ?

ПлоЩ8дІ› суммы фшур
Площадь фигуры Р будет обозначатъ через Ѕг. Теорема о

площадях гомотетичных фигур гласит:
1 , ЅЖІ: = Ъ2-ЅІ: . . _

Посмотрим, что можно сказать о площади суммы и, вообще,
линейной комбинашш двух фигур. Начнемс частного случая,
когда Р и О - прямоугольники ах Ь и с × ті , причем стороны
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длин а и с параллельны. Тогда ХР + ДС: - прямоугольник
(Ъ.а+|.1с)×(Ж.Ь+|1сі) и

Ѕдгтс = (М + |.1с)(Ж.Ь + цсі) = 2.2аЬ + п2са + 7\.|.1(аа + Ьс) 2 2
2 7ъ2аЬ+ |.12сс! + 2141 \/аЬсс1 = (М/Е + р~/Ё) ,

Т Є
2 (›гд+,,Д)* <2›

(мы воспользовались неравенством р + а 2 2,/ро ). Получить
какие-то еще, кроме неравенства (2), ограничения на величину
Ѕдгтс при заданных Ѕг и 56 нельзя. Действительно, положив в
(2) Ь = а. с = Іге, а = е/І: (І: - какое-то положительное число),
мы получим: Ѕг = а2, .Ѕ`д= е2,
Ѕдгт, = 12:12 + изв* + 7ц.ьае(Іг + =

= (Ад+|.1г)2+(Іг+-Ё-2)7\.цае.

При фиксированных а, е и7ъ,|.1 вторая скобка принимает
любое неотрицательное значение (в зависимости от Іг), поэто-
му Ѕдшс может принять любое значение, не меньшее
(кд + Д,/5)?

Теперь мы можем, наконец. привести ответ на вопрос в)
задачи МЗЗ0: площадь полусуммы выпуклых многоугольников
площадями 5, и 52 может принимать любое значение, большее
или равное + ,/'.Ѕї)2/4 .

Тот факт, что меньшее значение площадь полусуммы прини-
мать не может, вытекает из следующей замечательной теоремы.

Теорема Брунна - Мииковского. Неравенство (2) выполне-
но для любых двух выпуклых фигур Р, О и любых положитель-
ных чисел 1, р. '

Доказательство. Прежде всего, используя соображения по-
добия и формулу (1), легко свести дело к случаю, когда площади
данных фигур равны, а линейная комбинация - нормирован-
ная. Для этого случая неравенство (2) выглядит очень просто:

если Ѕ,,=.Ѕ`д=.Ѕ`иі\.+ц=1,тоЅдг,д62Ѕ. (3)
Покажем, как из (3) выводится неравенство (2) для любых

Р, О, А и 1.1 . Рассмотрим вместе с Р и С гомотетичные им фигуры
площади 5:

Р" = ,/Ѕ/ЅРР, 0' = ,/5/500 .
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Тогда
м=+ до = 1,/5,/зг + д,/5,,/зо* =  - '

= (гг,/5,/5 + д,/5,,/$)(хР + п°о'),
где 13 + |.ъ' = 1. Применяя (З) к КР + |.1'(3' и пользуясь еще раз
(1), получим (2):

,,.Ѕ'др,д6 2: (1,/Ѕг/Ѕ +|.1,/50/5)»/Е = Ж.,/Е +р.`/Е.

Вот основное соображение, используемое при доказательстве
неравенства (З). Если фигура Р разбита горизонтальной прямой
Іна две части: верхнюю Р, и нижнюю Р,,, и аналопачно, О другой
горизонтальной прямой тп разделена на две части 6, и Он, то
множество ХР, + |.\(3_ и ХР" + ибн не налегают друг на друга:
первое лежит выше прямой М + рт, второе - ниже.

Теперь доказательство в двух словах можно закончгггь так.
Разобьем многоугольники Р и О на Н узких горизонтальных

полосок и занумеруем их по порядку сверху вниз: ЕЦБЦ...
...ЦР~ = Р, 0.0020 00,., = О. Каждую полоску можно
считать прямоугольником площадью .Ѕ`/М (если М велико. это
ес точностью до сколь угодно малого є › не влияет на площади
фигур Р, О и ХР + |.1(3 ). Но для прямоугольников с параллель-
ными сторонамн основное неравенство (2) уже доказано, поэто-
му площадь каждой из полосок ХР; + р.Ст,, і = 1, 2, ..., Н (мы
складываем лишь полоски с одинаковыми номерами!), не мень-
ше Ѕ/М. А поскольку эти М полосок не налегают друг на друга
и, разумеется, содержатся в ХР + |.1О, то площадь .Ѕ`,_,,,,ю не
меньше Ѕ.

Итак, неравенство Брунна - Минковского доказано. Приве-
дем здесь только одно его следствие. Это - знаменитая изопе-
риметрическая теорема: площадь любой фигуры с периметром
Р не больше, чем площадь круга с длиной окружности Р.
Докажем ее для выпуклого многоугольника Р. Используя обоз-
начения и результат задачи 8, применим к сумме Р + К (К - круг
единичного радиуса) неравенство Брунна. Получим:

\/.Ѕ`+Р+п2»/Е+~/Е,

или, после упрощений, Ѕ 5 Р2/4п. Это и есть нужное неравен-
ство!

Задача 12. а) Докажите, что для площадей линейной комбинации
двух выпуклых многоугольников верна формула Ѕдыа = .Ѕ`,1* + 25,-_,,А.ц
+ .Ѕ`6р*, где число 5,5 зависит только от Р и С (это число называется
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смешанной площадью фигур Р и С). Найдите Ѕ,-_,, д.1я фигур Р. О из
задач 2,а) - д).

6) Докажите, что всегда Ѕ,Ё'_,, 2 Ѕ,-.Ѕ`,,. причем равенство имеет место.
только если многоугольники Р и О гомотетичны.

Задача 13. Докажите. что неравенство (2) верно для произвольных
фигур (не обязательно выпуклых). Подумайте. как сформулировать и
доказать аналогичную теорему для объемов пространственных фигур.

В заключение нашего беглого знакомства с суммой Мииков-
ского перечислим некоторые книги и статьи, в которых расска-
зано 0 сложении фигур, применении этой операции к теории
выпуклых множеств, в частности, о различных доказательствах
неравенства Брунна - Минковского, его обобщениях и геомет-
рических следствиях.

И.М.Ягло.м, В.Г.Болт.янский. <Выпуклые фигуры» (книга
из серии «Библиотека математического кружка», вып,(4). Гос-
техтеорнздат, 1951 г.

Л.А.Люстерник. <Выпуклые фигуры и многоугольники›.
Гостехтеориздат, 1956 г.

Б.Н.Делоне. Доказательство неравенства Брунна - Минков-
ского. «Успехи математических наук›, вып. ІІ (1936 г.).

Н.Б.Васильев. Семейство параллельных п-угольников. См.
настоящий сборник; решение задачи М295, <Квант› Мгб, 1975 г.

Г.Хадвигер. Лекции об объеме, площади поверхности и
изопериметрии. М., 4Наука›, 1966 г.



ОТВЕТЫ

Ошибки в геометрических доказательствах

Если ваше возражение состоит в том, что биссектриса и срединный
перпендикуляр пересекаются вне треугольника АВС, но точки Р и О
лежат на его сторонах (рис. 1 ). то вы не правы. Как и раньше, АМ = НС
и МР = МО. Поэтому треугольники АМР и СКО равны и ДМАР =
= АМСО. Кроме того, ММС равнобедренный, поэтому ДЧАМ ё
= ДЧСМ . Вычитая из равных углов равные, мы получаем, что 4ВАС=
= АВС/1,т.е. ААВС - равнобедренный.

На самом же деле в общем случае срединный перпендикуляр и
биссектриса пересекаются в точке Ы вне треугольника, а перпендикуля-
ры из точки Н на стороны ВА и ВС

Аа /д 

рид 1 М Рис. 2 Ы

обязательно располагаются так, что один из них попадает на саму
сторону, а другой - на продолжение другой стороны (рис.2). В этом
случае МРМ по-прежнему равен АСНО и ДМАР = АМСО. Кроме
того, (НАМ = ДМСМ. Однако в этом случае АВАС = ДМАР -
- ДЧАМ, а АВСА = 180' - (ДЧСО + АМСМ). Отсюда, конечно, не
следует равенство углов ВАС и ВСА.

Однако такое объяснение не должно вас удовлетворить. Ведь нужно
доказать, что расположение частей в треугольнике такое, как на
рисунке 2 (или еобратноеь: О є ВС, Р Є АВ). Приведем это доказа-
тельство.

Опишем вокруг треугольника АВС окружность и предположнм, что
АВ > ВС. По свойству вписанных углов биссектриса угла В пересекает
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дугу АС в ее середине. Через ту же середину проходит и срединный
перпендикуляр к отрезку АС. Следовательно, точка Ы - середина дуги
АС. Поскольку АВ > ВС, то ОАВ > О ВС . Прибавляя к обеим частям
этого неравенства равные дуги ОАН и О МС , мы получим неравенство
ОВАМ > ОВСМ . Следовательно. дуга ОВАМ больше полуокружнос-
ти, а дуга О ВСМ - меньше. Следовательно, АМСВ тупой, а (ПАВ -
острый. Поэтому точка О лежит на продолжении стороны ВС, а точка
Р - на стороне АВ.

1. Мы безо всяких оснований предположнли. что сумма углов
треугольника является постоянной величиной и не зависит от самого
треугольника. В действительности, в геометрии Лобачевского, в которой
не выполнена аксиома параллельности. сумма углов любого треугольни-

ка меиьше. чем 180°, и разность между 180° и суммой
углов треугольника пропорциональна его площади.
Тем самым, чем ближе сумма углов треугольника к
180°, тем меньше его площадь. -

2. Проведите наше <докаэательство› на чертеже.
данном в рисунке З.

3. Мы правильно доказали, что отрезки А,/1", и
Рид 3 В,В,,, не пересекаются. Однако при із: ;' отрезки

/(А,,, и В,В,,, могут пересечься.
4. Если большая окружность катится без проскальзывания, то

меньшая окружность обязательно будет проскальзывать. Поэтому отре-
зок не будет равен длине меньшей окружности.

5. Последовательность волнообраэных линий действительно неогра-
ниченно приближается к отрезку. Однако из этого не следует, что
последовательность их длин стремится к длине отрезка АВ.

- 6. Мы молчаливо предполагали, что маленький сферический треу-
гольник развернут на плоскость. н применили формулу для -вычисле-
ния площади плоского треугольника. В действительности, *никакой
сферический треугольник не может быть развернут на плоскость.
В нашем случае это следует из того, что у сферического треугольни-
ка - два прямых угла, а у плоского треугольника этого быть не
может.

Окружность девяти точек и прямая Эйлера

1. Девять точек, определяющие окружность, для всех треугольников
одни и те же.

2. Воспользуйтесь свойством (6).
3. Воспользуйтесь свойством (7).
4. дока:-кгпе, что если М - точка на описанной окружности и Н -

ортоцентр треугольника, то прямая Симсона. соответствующая точке М,
делит отрезок НМ пополам - так же, как и окружность девяти точек.
Далее докажите, что угол между прямыми Симсона, соответствующими
точками М, и М, измеряется половиной дуги М,М,. '
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5. а) Если 0,, 0,, О, - центры окружностей, описанных около
треугольников АМВ, ВМС и СМА, то О,О,СА, О,Од,А.В, О,О,ВС -
параллелограммы, а ортоцентрами треугольников АМВ, ВМС и СМА
являются, соответственно, С, А и В. Значит, прямые Эйлера О,С, О,А
и О,В пересекаются в точке, являющейся серединой отрезков О,С , ОІА ,
О,В.

б) Пусть 0,, О, , О, - центры окружностей, описанных около
треугольников АВМ, ВМС и СМА, О; , О;, О; - точки, им симметрич-
ные относительно, соответственно, прямых АВ, ВС, СА. Докажите, что
треугольник О{О;О; - правильный, точки М, О,', О;, О; лежат на одной
окружности, прямые Эйлера треугольников АМВ, ВМС и СМА прохо-
дят через О,, 0,, О, и середины отрезков МО¦' , МОЁ, МО; соответ-
ственно н перпендикулярны этим отрезкам. Следовательно, прямые
Эйлера пересекаются в цеъггре окружности, описанной около треуголь-
ника О{О;@.

6. Пусть ВС = а, СА = Ь, АВ = с. Множество точек М, для которых
мя*(ь* - 8) + мв*(«:* - 0*) + мс*(а* - ь*) = о, _

есть прямая, поскольку центр описанной окружности и точка пересече-
ния медиан удовлетворяют этому уравнению (для точки пересечения
медиан воспользуйтесь формулой. выражающей их длины через сторо-
ны 11:›еугольннка), эта прямая есть прямая Эйлера. Легко проверить, что
точка Ь также удовлетворяет этому уравнению.

Вокруг биссектрисы
20. Пусть Н - точка пересечения высот, тогда ММ проходъгг через

середину ВН - точку К, ВК = В,О (В, - середина АС). Далее,
докажите, что прямая МН параллельна ОВ (если ДС > ДА , то 4МКН=
= 24МВН = ДС - ДА = ДОВН).

21. Докажите, что площадь треугольника с вершинами в точках
касания вневписанной окружности с цеъп-ром І, можно вычислить по

м леф°РУ 0:5 _г,,=$З,дс_І

' “де 212 2К р-а'
Аналогичные формулы могут быть получены для площадей других
треугольников.

22. Пусть К, и Ь, - такие точки на ВС и ВА, что К,КІ|Ь,Ь||ВВ".
Достаточно доказать, =гго треугольники ВК,К и ВІ.,І. подобны, т.е. что
ВК, : К,К = ВІ., : І.,І.. Имеем

Вкл _ .В'!< КЁЁ _ ___д'К
ВІҐ В'А" ВЁ і-В,А"

и по теореме 1
ВК =2'&.ёі=9_г1;.!±\;=2.2.ї=іжк вв* си* вв' ь ва (ащвд-°-її
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Последнее выражение симметрично относительно а и с, а значит, равно
также ВЬ, : ДІ.. _

23. Докажем, что оба утверждения эквивалентны равенству АВ - СВ=
= АВ- ВС. Возьмем на дуге ВАО точку А, так. что ВА, = АВ. Условие
задачи эквивалентно тому. что прямая А,С проходит через Н -
середину ВВ, т.е. равенству площадей треугольников 0А,С и А,ВС ,
откуда ВА, - ВС = ВА, -ВС или АВ-СО = АО-ВС.

24. Пусть В, - середина АС. Продолжим биссектрису до пересече-
ния в точке В, с перпендикуляром, восставленным к АС в точке В,.
Точка В, лежит на описанной около АВС окружности. Проведем через
М перпендикуляр кАС, пусть Ь - точка его пересечения сАС, К - с
ВВ,, тогда КМ = М1.. Проведем через К прямую, параллельную АС .
пересекающую АВ и ВС в точках В и Е. Если О и Р - проекции В и
Е на АС, тоМ - це|п'р прямоугольника ОВЕР, причем АВМЕ =~› ААВ,С
(ЫЭМЕ получается из ААВ,С при гомотетии с цеъп-ром в В). Имеем

Ас±34МСІ.= - + -ВІЁ\;+2% = с±3-425-+2сг34С.

Если теперь В' - основание биссектрисы, Р и Т - проекции Н и В'
на ВС, то

сг34МСВ = % = %+ {% =% +2% = с1:3%+ 2сІ:3АС,

т.е. (МСА = АНСВ.
25. Произведение длин отрезков от вершины А треугольника до

точек пересечения стороны АВ с данной окружностью будет равно
такому же произведению для стороны АС. Эти длины легко выразить
через длины рассматриваемых хорд и длины сторон треугольника.
Аналогичные равенства можно записать для вершин В и С. Таким
образом мы получим систему уравнений, позволяющую выразить длины
хорд через длины сторон и проверить утверждение задачи прямым
вычислением. Чтобы избежать перебора вариантов, удобно выбрать
какое-то направление обхода треугольника и считать отрезки направлен-
ными, а их длины - произвольными действительными числами.

26. Пусть АКАІ. = 4КІ.А = ср, АКСІ. = 4{І.КС = \|: . Тогда ДВКЬ =
=2<р, АВЬК = 2\|1. 2ср + 2\р = 180° - ДВ. Если О - точка пересечения
м. м кс, ть мое = 1во°(ц› + ш) = во* + %. проведем через м
прямую, параллельную ВС, до пересечения с КС в точке Ы, тогда МО
- биссектриса треугольника АМН и 4АОІ\Г = 90° + Отсюда

следует, что О - точка пересечения биссектрис треугольника АМН,
значит, ААММ~ АКВЬ. Пусть АК = К1. = ЬС = х, АМ = у, ММ = 2. Из
того, что ААММ~ АКВІ. и АКММ~ ШКВС, получим ×

2 _ І/ 3/-ї_;
а-х с-х' с-х ' а'

откуда у = а.
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27. Перпендикулярностъ биссектрис доказывается без труда. Дока-
жем второе утверждение. Пусть М - середина АС, М -середина ВВ.
Из подобия треугольников АМК и ВКО следует, что ДМКА = ДЧКВ
и -Ъ-% = ЁЁ, т.е. биссектриса угла ВКС является также биссектрисой
угла МКМ и делит отрезок ММ в отношении Ё = Ё. Очевидно, чтоКМ В0
в этом же отношении делит МЫ и биссектриса угла АЬВ. ›

Построен:ия одним циркулем

1. Окружность 5, (за вычетом точки О) есть геометрическое место
точек, симметричных относительно окружности 5 точкам прямой АВ;
окружность 5, - геометрическое место точек, симметричных относи-
тельно окружности .Ѕ` точкам прямой СО _ Поэтому точка Р симметрична
относительно окружности 5 как точке прямой АВ, так и точке прямой
СО, т.е. Р” - общая точка прямых АВ и СО. Заметим, что прямые АВ
и СБ параллельны тогда и только тогда, когда окружности Ѕ, и 5, имеют
единственную общую точку О, т.е. каса-
ются в точке О, и прямые АВ и СВ С
совпадают тогда н только тогда, когда .
совпадают окружности 5, и 5,. д Е

2. См. решение задач 6 и 4.
3. Стороиу, равную радиусу окруж- Д _

ности, имеет вписанныйвнее правильный , ` С ` В 0
шестиугольннк. Поэтому А и С - проти-
воположные вершины впнсанного правиль-
ного шестиугольника, т.е. диаметрально "`
противоположные точки окружности. Зна- ~
чит, АС - диаметр , т.е. точка Слежит на р,_,с_ 4 ` РР
луче АВ, и АС = 2АВ.

4. Обозначим через О середину дуги АВ и через Е середину отрезка
ОО (рис.4). Мы должны доказать, что РО = ОК. Заметим, что
КО.І.РО, ВЕ1. ОО, точка В лежит на КО, точка О лежит на РО'и
ОВ = ОВ, РК = РВ, и воспользуемся теоремой- Пифагора:

ч..-

он* = лк*-ро* = Рв* -ро* =(Ре*+вв*)-ро* =
= Рвчов*-ов*-ро* =%Ро*+ов*-Ёро*-ро* =

= ро* +ов* = Ро* +00* = Род
5. Очевидно, точка Р' лежит на прямой ОР (вся картина симметрич-

на относительно прямой ОР). Треугольиики ОНР' и ОРК - равнобед-
ренные и имеют общий угол при основании; значит, они подобны и
ОР' :ОК = ОК : ОР, т.е. ОР-ОР' = ОЕ2.

6. Будем строить точку, симметричную точке Р' относительно

127



М окружности Ѕ. по способу задачи 5. Должна
получиться точка Р. Значит. точки О и Р
симметричны относительно прямой, прохо-

51 дящей через точки пересечения окружности
5 с окружностью с центром Р” , проходящей

Щ через О. Но точки О н Р симметричны
І ^ относительно прямой АВ. Значит, эти пря-
іг; С мые совпадают.

Покажем, что окружность 5,, проходя-
5 щая через точку О и точки пересечения

РИС- 5 окружности Ѕ с некоторой прямой І (рнс.5).
состоит из точек, симметричных точкам

прямой І относительно окружности .Ѕ`. Возьмем на прямой І точку К и
обозначим через М точку пересечения луча ОК с окружностью .Ѕ`,. Пусть
С - одна из точек пересечения окружности 5 с прямой І (и окружностью
5,). Треугольиики ОКС и ОСМ подобны (углы О у них одинаковы,
углы ОМС н ОСК равны. поскольку они опираются на равные дуги
окружности 5,). Значит.ОК : ОС = ОС : ОМ. т.е. ОК-ОМ= ОС2.
(Если точка К лежит вне окружности Ѕ. чертеж меняется, но рассужде-
ние остается точно таким же.)
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